PROCESE ALEATOARE DISCRETE iN TIMP

2.1 PROPRIETATI GENERALE

2.1.1 Medii statistice. Clasificari

Un proces aleator discret poate fi definit ca o secventd de variabile aleatoare x(n),
indexatd cu variabila temporald n. Evident, x(n), privit ca o variabild aleatoare, poate fi
caracterizat prin functia densitate de probabilitate, care va fi in general o functie de timp,
Wi (). in consecinti, valorile medii sunt si ele dependente si de variabila temporala n. De

exemplu, valoarea medie va scrie
o0

)= Bl = o) () e
iar functiile de corelatie si covarianta vor depinde de doua variabile temporale,

)= By (O)= [ [0 o)y (x.)dxdy 22
iy 1) = EL) = () 0) =, O =y (kD)= (G 0) - 23)
In cazul cand x(k)si y(l ) sunt doud variabile aleatoare statistic independente, deci
W )(1) (06) = W) (e w () () (2.4)
rezultd imediat ca
rp (k1) = m g (k)m’, (1) (2.5)
si in consecinta
cxy(ksl):() (2.6)

Dacid este indeplinitd ultima relatie, se spune ci x(k)si y(l)sunt necorelate. Se observa ca
dacd doud semnale sunt statistic independente, ele sunt si necorelate. Reciproca nu este in
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general adevarata. Ea are totusi loc In cazul proceselor gaussiene, unde cele doud notiuni sunt
echivalente.

Se spune ci x(k)si y(I)sunt ortogonale, daca

ry 1) = Bl ()} =0 @)
In cazul particular x=y, se obtin functiile de autocorelatie
ree (k1) = E{x(k)x*(z)} (2.8)
s1 autocovarianta,
e (1.)= B (k) -y (R Dl0) =y (00 f= )=, (60 0) 29)
Se poate ugor demonstra ca:
- Daca x(k)si y(/)sunt variabile aleatoare ortogonale, functia de autocorelatie a sumei este
egala cu suma functiilor de autocorelatie,
Fer iy (k1) = 1 (k1) + 7, (k1) (2.10)
- Daca x(k)si y(/)sunt variabile aleatoare necorelate, autocovarianta sumei este egald cu
suma autocovariantelor,

Copyrybol) = e (k) + ¢y, (k1) Q.11
Proces aleator stationar

Daca proprietatile statistice sunt independente de timp se zice cd procesul este
stationar.
De exemplu, daca densitatea de probabilitate de ordinul 1, wx(n)(x):wx(x) nu

depinde de n, rezultd cd media m, (n) =m, nu depinde de n. Se spune n acest caz ca procesul
este stationar de ordinul 1 sau stationar in medie.
Daca in plus, densitatea de probabilitate de ordinul 2, satisface conditia
W) (15%2) = W) (15 %2) (2.12)
pentru orice n intreg, se spune ca procesul este stationar de ordinul doi. In acest caz functia de
autocorelatie va fi
ook, )= r (k+n,04n)  (V)neZ (2.13)

sau luand »n=-1,
Fee k1) = 1 (k= 1,0)= 1 (K = 1) (2.14)

deci functia de autocorelatie depinde numai de diferenta momentelor de timp .-/.

In fine, daca proprietatea de mai sus poate fi extinsa pentru densitdtile de probabilitate
de orice ordin, se spune ca procesul este stationar in sens strict.

Deoarece frecvent intereseazd numai mediile de ordin 1 si 2, este utila notiunea de
proces aleator stationar in sens larg, definit ca un proces pentru care:
- my (n) = m, constant;
- 1y (k,7) = r (k= 1) depinde numai de diferenta momentelor de timp;
- ¢, (0) < oo (este finit).

Deoarece conditiile acestea se pun numai asupra momentelor, ele sunt mai slabe decat
cele impuse asupra densitatilor de probabilitate.

Proprietati ale functiilor de corelatie pentru procese aleatoare stationare in sens
larg.
Pentru aceasta categorie de procese aleatoare sunt evidente urmatoarele relatii:
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oy (€)= Edeln + k)" (n)|= Ebe(n)y " (k)] 2.15)
e (6) = B+ £)x” ()= Efe(n)x” (0~ )| 2.16)
e 8) = Ely(n 4 00" ()} = Bfela)y (a4 8)f =2, () @.17)

in particular
*
Fee (k) = ree (&) (2.18)
deci secventa de autocorelatie este conjugat simetricd.

Avand in vedere ca
*

C (k) =1y, (k)= m m), (2.19)
rezultd de asemenea
Cyx (k): Cjcy (_ k) (2.20)
deci, in particular, si functia de autocovarianta este conjugat simetrica, si

cxx(k):rxx(k)_|mx|2 (2.21)

in fine, valoarea din origine a functiei de autocorelatie,
2
1 (0)= E“x(n] } (2.22)

reprezintd valoarea medie pdtraticd a procesului aleator x(n). Se poate demonstra ca modulul
functiei de autocorelatie isi atinge maximul in origine,

e () < 7 (0) m20 (2.23)
Valoarea 1n origine a functiei de autocovarianta este numita varianta
varie} = ¢, (0) = 02 = 1 (0)=|m, (2.24)

unde o, este dispersia.

2.1.2 Medii temporale. Ergodicitate

Valorile medii prezentate pana aici sunt medii statistice, pe ansamblul tuturor
realizarilor posibile. Desi sunt foarte utile pentru multe aplicatii, frecvent ele nu sunt
cunoscute. Se pune problema de a estima aceste valori medii pornind de la cunoasterea
esantioanelor succesive ale unei singure realizari particulare a procesului aleator.

Daci se cunosc 2N+1 esantioane ale unei realizari particulare, se poate evalua media
aritmetica a acestora,

1 N
e (N)= > x(n) (2.25)
2N +1 “
n=—N

Se pune problema in ce masura cantitatea de mai sus tinde catre media statistica
E{x(n)}, atunci cand N creste. Evident problema are sens numai daca procesul este stationar in
medie (deci daca media statistica este constanta).

Se spune ca m,(N) tinde catre m, in medie patratica daca

. A 2
lim Ejlm —m =0 2.26
Nl {' x(N) x| } ( )
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Un proces care satisface relatia de mai sus se zice ca este ergodic in medie i vom
scrie ca:
lim 7, (N)=m, = E{x(n)} (2.27)
N—o

Se poate demonstra ca o conditie necesara si suficientd pentru ca un proces stationar
in sens larg sa fie ergodic in medie este
N
D e (n)=0 (2.28)

n=-—N

lim
Nox 2N +1

Ideea de estimare temporala se poate extinde si asupra altor medii. Pentru functia de
autocorelatie, putem porni de la secventa

Vi (n): x(n+k)x*(n) (2.29)
Introducem estimatorul:
1 N N
ok, N)=—— n n+ k 2.30
wlbN)=or ;Vy" TN+ ; (230
Daca acesta converge in medie patratica spre rA(k)
lim E{|r kN = rie (k) } (2.31)
se spune ca procesul este ergodzc in autocorelatie §i se scrie
lim 7., (k,N)=ry (k) (2.32)
N—ow
In particular, pentru un asemenea proces putem scrie:
N
. 1 2
7. (0)= hm b n)= lim x(n 2.33
w(0)= 02N +1 ZN ) N%szHn;lv()' @33

Aceasta expresie reprezintd insd puterea medie a semnalului, deci rezultd valabilitatea
afirmatiei:

Functia de autocorelatie evaluatd in origine este egald cu puterea medie a
semnalului.
Relatia

re(0)= 02 +|m, [ (2.34)

pune in evidentd doud componente ale acestei puteri; prima, datd de varianta semnalului, se
referd la componentele variabile ale semnalului, in timp ce ultima, este datoratd valorii medii.

Vom accepta in general faptul ca
lim ¢, (n)=0 (2.35)
n—o0
Aceasta corespunde ipotezei naturale ca doud esantioane luate la momente de timp foarte
departate devin practic necorelate. Se poate demonstra ca aceasta conditie are drept urmare
faptul ca procesul aleator este ergodic in medie.

2.1.3 Proprietati spectrale

Vom introduce transformata Z a functiei de autocovarianta.



Proprietiti generale 15

Z{cxx (n)}: icxx (n)Z_n o (Z)
= (2.36)
cxx(n): z™! {Pxx(Z)}(n): %§Pxx(z)zn_l dz

unde C este un cerc inclus in domeniul de convergenta al lui P,.(2).
*
S-a vazut ca c(n)=c . (-n), astfel incat :

Pa(d)= Sk = et e =P;x[i*j @37)
n=—00 n=—oo z

in particular, in cazul unui semnal real,
Po)= o). (2.38)

In consecinta, domeniul de convergenta este de forma R_ < |z| < R,, iar relatia de mai sus

conduce la R,=1/R..
Aceasta inseamnd cda dacid domeniul de convergenta este nevid, R<l, R>1, deci

cercul |z| =1 este inclus in domeniul de convergentd. Trecand deci pe cercul z=¢'®, se obtin

relatiile Wiener-Hincin:

e 2L TPXX (ejw)ej"w dw =TFTDL\P,, (ejw)](n)
o (2.39)

Pli?)= Yewlwe ™ ~TFTDL ()0)
n=-ow
unde s-au notat cu TFTD si TFTDI transformatele Fourier in timp discret directa i inversa.
Pentru n=0,

e (0)= o jPM (ej‘”)da) (2.40)

relatie ce justifici numele de densitate spectrald de putere dat functiei Py.(¢'”) pentru semnale
cu valoare medie nuld, deoarece in acest caz

. (0)=r..(0)= E{|x(n)|2} (2.41)
reprezintd puterea medie a semnalului.
in concluzie:

e Secventa de autocovariantd si functia densitate spectrald de putere reprezinta o pereche de
transformate Fourier.

e Aceastd proprietate se extinde si asupra functiei de autocorelatie pentru semnale cu valoare
medie nula. Acesta este si motivul pentru care in multe lucrdri se intdlneste afirmatia ca
functia de autocorelatie si densitatea spectrala de putere formeaza o pereche de
transformate Fourier. Se remarca insa cd daca valoarea medie nu este nula, transformata Z
a functiei de autocorelatie are domeniul de convergenta vid, iar transformata Fourier
contine un impuls delta in origine.

e Functia densitate spectrala de putere este o functie reald de @, dupd cum rezultd din
relatia (2.37). in plus, din (2.38) rezultd ci densitatea spectrald de putere a unui semnal
real este o functie pard de w .



16 Procese aleatoare discrete in timp

e Puterea medie a unui semnal se poate evalua cu
17 ~ 1 _
E{|x(n)|2}= — [Pu (eJ“’)d ©=——§P. ()" dz (2.42)
2 el 27 ] -

C={zeC|{=1

e Urmand un procedeu analog celui prezentat mai inainte, se poate introduce si o functie
densitate de putere de interactiune a doua procese, definitd ca transformata Z a secventei
Cy(n).

Aplicatia 1
Zgomotul alb se poate defini prin

ree (k)= o 25(k) (2.43)
Vom presupune in plus ca valoarea medie este nula, asa incat varianta
Fee(0) = ¢4 (0)= &2 (2.44)

reprezintd puterea medie. Conform relatiilor de mai sus, zgomotul alb se caracterizeaza prin
aceea ca doua esantioane diferite sunt necorelate. Pe de alta parte, densitatea spectrald de
putere este

o0
P, (eiw)z > ois(n)e " =0 (2.45)
n=-o0
constantd, ceea ce justificd denumirea de zgomot alb si poate constitui o definitie echivalenta
cu precedenta. Aparent, ar exista o contradictie intre faptul ci o, reprezintd puterea si in
acelasi timp si densitatea de putere. Aceasta provine din faptul cd se utilizeaza frecvente
normate, deci

P (ejw)z 0',% pentru o e [0,27[] (2.46)
In frecvente nenormate, densitatea spectrald de putere se exprima prin
i 2
P, (eJQ)z ‘;—x pentru Qe [0, 277, ] (2.47)

N
Aplicatia 2
Fie un proces aleator stationar discret caracterizat prin

Efx(n)l=0, r.(k)=a, 0<a<1
Sa evaludm si sa reprezentam, ca functie de o, densitatea spectrala de putere.
-1

0 o0 0 o0

PelD)= 2 W)= T = St Yl f = Y 3l
k=—o0 fe=— k=0 k=1 k=0

Prima din cele doua progresii geometrice este convergentd daca:

lez| <1 = |7< 1
a
iar a doua, daca
|az’1|<1 = 4>
Rezulta domeniul comun de convergentd,
a <l < 1
a

nevid daca 0<o<1, in care
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B PR S S 1-a®
l—oz 1-g! (1—02)(1—02_1)

P,

Deoarece domeniul de convergenta include cercul |z|=1, are sens

. 2
Pxx(ejw): .1 a ‘ _ -
(l—aej‘”ll—ae_]‘”) l+a” —2acosw

1-a?

In figura 2.1 este reprezentata functia de autocorelatie pentru ¢=0,5 (cu linie plind) si 0=0,9 (cu
linie punctatd). Evident, cu cat a este mai mic, 7., (k) scade mai repede (esantioanele avand un
anumit decalaj in timp sunt mai slab corelate). In figura 2.2, sunt reprezentate densitatile
spectrale de putere in cele doua cazuri.

1

I.XX

0.81

0.61

0.41

0.21

40 -20

20 40

Fig. 2.1 Functiile de autocorelatie pentru « = 0,5 (linie plind) §i « =0,9 (linie punctata)

20 T T
P é

157

10T

Fig. 2.2 Densitatile spectrale de putere pentru « =0,5 (linie plind) si «=0,9 (linie punctatd)
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Se vede ca la valori mai mici ale lui a, rezultd o mai mare "impréastiere" a puterii n
frecventa (semnalul se apropie mai mult de un zgomot alb, cand a — 0). Exemplul considerat
ilustreaza de fapt o proprietate mai generald, conform careia “durata” functiei de autocorelatie
si largimea de banda a spectrului de putere al semnalului se afla intr-o dependenta inversa.

2.1.4 Matricea de autocorelatie a unui proces stationar

Fie seria temporala trunchiata, reprezentata prin vectorul

x(n) = [x(n),x(n - 1),...,x(n -N+ 1)]T (2.48)
unde x este un proces stationar in sens larg. Se defineste matricea de autocorelatie prin:
[ #(0) .. (V=)
r(=1) r(0) .. . r(N=-2)
R=Ex(N ()= (2.49)
|F(-N+1) r(-N+2) . . . K0)

unde indicele H semnifica operatiile de conjugare si transpunere, iar

(k)= Ex" (n)x(n + £)} = ER" (1= )x(n)] (2.50)
este functia de autocorelatie a vectorului x(n). Altfel spus, elementul liniei 7 si coloanei j al
matricei R este R;; =r(j—1i).

Avand in vedere rolul foarte important pe care aceastd matrice il are in analiza
statistica, vom prezenta in continuare o serie de proprietati ale acesteia.

1) Matricea de autocorelatie pentru un proces aleator stationar in sens larg este
hermitica:

R7 =R
Acest lucru este evident din definitie (forma compactd) sau din forma dezvoltata, avand in
vedere ¢ r(— k)= r (k).

2) Matricea R este o matrice Toeplitz (are toate elementele de pe diagonala principalad
egale, iar elementele de pe orice altd diagonald paraleld cu diagonala principald, de asemenea,
egale intre ele ).

3) Matricea R este pozitiv semidefinitd. Pentru a demonstra aceasta proprietate, vom
ardta cd pentru orice vector complex nenul u de dimensiune N x1,

N N
u’Ru=>">"r(j-ijju; >0. @.51)

i=1 j=1
Intr-adevar,

2
uRu =uf? E{x(n)xH(n)}l = E{uHx(n)xH(n)u}: E{‘uHx(nX } >0. (2.52)
4) Fie x®(n) vectorul obtinut inversind ordinea elementelor vectorului x():

xB () =[x(n—=N+1),x(n - N +2),....x(n)]" (2.53)
Matricea de autocorelatie a acestui vector se obtine prin transpunerea matricei R initiale:

E{xB(n)xBH (n)}: R, (2.54)
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5) Matricea R asa cum a fost definita, este de dimensiune NxN. Putem pune in
evidentd acest lucru, adaugand un indice inferior (Ry). Addugand inca un element la vectorul
x(n) va rezulta o matrice de autocorelatie extinsa de dimensiune (N+1)x(N+1) pe care o notdm
deci Ry4;. Se poate usor vedea ca sunt posibile urmatoarele partitii:

H B*
CFIET e
unde
v/l =[r(1).r(2)... (V)] (2.56)
Fie A; valorile proprii ale matricei R, deci radacinile ecuatiei caracteristice
det(R—A1)=0 (2.57)

si q; vectorii proprii asociati,
Rq; =4;q;, i=1..,N. (2.58)

6) Valorile proprii ale matricei R*, unde k este intreg, sunt Xik, i=1,2,..,N.

7) Daca valorile proprii A;, i=1,..,N sunt distincte, atunci vectorii q; corespunzatori
sunt liniar independenti, si pot fi deci utilizati ca o baza pentru reprezentarea oricarui vector w
in spatiul respectiv.

8) Toate valorile proprii ale matricei de autocorelatie sunt reale si pozitive. Este o
consecintd a propriettilor 1 si 3. Intr-adevir, inmultind la stanga relatia (2.58) cu g se
obtine

A = quHqu >0
q; 4q;
9) Vectorii proprii q;, q; corespunzitori unor valori proprii distincte,
A # ﬂj, i,j=12,.,N, i # j,sunt ortogonali,

(2.59)

qq; =0 (2.60)
Pentru demonstratie vom scrie, conform definitiei:
Rq; = 44;, qu' = ﬂ'jqj (2.61)
si vom inmulti prima relatie cu q,»H,
H H
q;Rq; =44qjq; (2.62)

Celei de-a doua relatii i se aplica o transpunere hermitica (transpunere §i conjugare complexa),
tindnd seama si de proprietatea 1,

q/R" =q/'R=2,q" (2.63)
dupa care se inmulteste cu q; la dreapta
a;Rq; = 2,4 q; (2.64)
si se scade din ecuatia obtinuta mai 1nainte,
H
(42, )a"a; =0 (2.65)

care demonstreaza proprietatea enuntatd. In particular, deoarece prin inmultirea unui vector
propriu cu o constantd se obtine tot un vector propriu, se poate construi un set ortonormat de
vectori proprii

l,i=j
H s
Tq. = 2.66
q;q; {0’ Pt (2.66)

10) Matricea R poate fi diagonalizatd in cazul in care valorile proprii sunt distincte
conform relatiei:
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Q’RQ=A (2.67)
unde
Q=[q,.92..ay} A=diag(d), ... Ay) (2.68)

iar q; reprezintd un set ortonormal de vectori proprii. Evident, matricea Q este unitara, in sensul
ca:

Q7Q=1 sau Q7 '=0Q". (2.69)
Demonstratia proprietatii este imediata, avand in vedere ca din relatiile (2.58) rezulta:
RQ=QA (2.70)

si inmultind la stdnga cu Q se obtine (2.67).
Inmultind aceeasi ecuatie cu Q_1 = QH rezultd teorema [ui Mercer sau teorema
spectrala:

N
R=QAQ" =3 q,q/". 2.71)
i=1

11) Urma matricei R, adica suma elementelor de pe diagonala principala, este egala
cu suma valorilor proprii

N
tr(R)=>"4 (2.72)
i=1
Este o proprietate mai generald a matricelor patrate, care in cazul de fatd conduce la
N
1
r0)= WZ%- 2.73)
i=l1
12) Se defineste norma spectrald a unei matrice A prin
1
||A||S = (valoarea proprie maximaa matricei Al Aﬁ 2.74)
in cazul matricei R, aceasta inseamnd, tinand seama de proprietitile 1 si 6,
IR, = Amax- (2.75)
Se defineste numdarul conditional al unei matrice, prin
2(8)=[a] a7, (2.76)
in cazul matricei R:
1 1 A
"R"; = ﬂ'max: ||R ||q = 1 , = Z(R) = ﬂm}'ix (277)
- min min

unde Ay, $i Amax SUNt respectv valoarea proprie minima si maxima ale matricei R. Se spune cé o
matrice este “rau conditionatd” cand acest numar are valori mari, aceasta conducand la
dificultati in calculul numeric.

13) Catul Rayleigh asociat unui vector u nenul, de dimensiune Nx1, definit prin

H
R
u = u (2.78)
u'u
ia valori limitate inferior si superior conform:
H H
Ay, =min L N g = max 2RO (2.79)

u - u u u
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Acesta este o consecintd a "teoremei minimax" din algebra liniara.
14) Valorile proprii ale matricei de autocorelatie sunt marginite superior si inferior de
valorile maxima si respectiv, minima ale densitatii spectrale de putere,

min P, (ej‘”)s A; <max P, (ej”) (2.80)
(0] [0}
Exemple:
1) Cazul unui zgomot alb:
2 k=0
k =E&* +k}: 7
)=o) £
deci
R=0’1

2) Cazul unei sinusoide complexe, x(n) = Aej"‘”, A= |A| ¢d? in care 4 si @ sunt niste constante,

iar ¢ este o variabila aleatoare.

k)= E{A|e7j¢’e7j”‘”|A|ej(”ej('”k)w }: |A|2 ek

o @ IV-1)o ]
i@ 1 ej(N72)a)
R=|4| = |4 e(@)e (o)
e iN-Do  ~j(N-2)w 1

unde

e(w)= [l,efja’ yoros eIV ]T
1) Sinusoida complexa insumata cu zgomot alb, cu valoare medie nula,
x(n) = AeI"O 4 v(n)

(k)

4P 02, k=0
|47 @, k=0

e P eV ]

|4 i@ [ e 7 S R

|A|2e_j(N—1)w |A|2e—j(N—2)w L |A|2+a2
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2.2 RASPUNSUL SISTEMELOR DISCRETE iN TIMP LA

PROCESE ALEATOARE

Fie x(n) un proces aleator stationar in sens larg aplicat unui sistem liniar, invariant in timp, cu
functia de pondere h(n). Semnalul de la iesirea sistemului, y(n), poate fi exprimat prin

convolutia
)= D h(k)xln—k)=x(n)sh(n)
k=—o0
o Valoarea medie a semnalului la iesire

0 0

(2.81)

E{y(n)}zE{ Zh(k)x(n—k)}: S k) Efaln — k)= m, ih(k):mxH(ejO) (2.82)

k=— k=—o0

e Functia de corelatie intre  semnalele de la iegire

7

|=—x

o Functia de autocorelatie a iegirii

o (6)= Efyln + k)" (n)}= E{y(n B S O (n —1)} = S (- DB+ ) (0)]

[=—o0 [=—0

SR (=)= ()" ()

[=—0

Tinand seama de expresia obtinuta pentru functia Fix (k)rezulté

ryy (k)= (k)% Rk ) k" (= )
Rezultatele obtinute pot fi reprezentate sintetic prin schema din figura 2.3.

Txx (k) Vyx (k) ry,V (k)
—»  h(k) Wk b—>

\ 4

Fig. 2.3 Schema pentru calculul functiei de autocorelatie la iesirea sistemului

intrare

(0= Efn )" ()} = E{ S hli)cln + & _z)x*(n)} = S HE k-1 ()]

(2.83)

(2.84)

(2.85)
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e Densitatea spectrald de putere a semnalului de iegire
Vom presupune in cele ce urmeaza ca semnalul de intrare are valoare medie nula,

deci
Z{rxx(k)}:Pxx(Z); Z}lryy(k)}:Pyy(Z) (2.86)
si vom nota functia de transfer a sistemului
H(z)=z{n(n)} (2.87)

Rezulta imediat

z{ﬁ*(—n)}z H[ij (2.88)
z
deci avand in vedere expresia obtinutd mai fnainte pentru 7y, si teorema convolutiei,
1
Py ()= o) (_j (2.59)
sau, in frecventa:

Pyl )P (ej“’)|H (ej“’]2 (2.90)

o Puterea medie a semnalului la iesire.
Presupunand in continuare valoarea medie a semnalului nula,

R 1T Lio) o)
ry(0)=c,, (0)=02 = g_jﬂpyy o )aw = Z_[ZP"" (eJ“)|H(eJ‘”)| do  (291)
Utilizand transformate Z,

2 1 -1 1 « 1)
oy = mipyy (z):dz= ;_] iPxx (2)H(z)H [z—*Jz dz, C={ze (C||z| =1}(2.92)

In cazul unui sistem cu functie de pondere reald, rimane:

1 ) -
oy = e ipﬂ (Z)H(Z)H(z l)z 'dz, C={zeC|{=1} (2.93)

O exprimare temporala se obtine pornind de la (2.84) care pentru k&=0 conduce la

o3 =r,(0)= ih*(l)ryx(l): i ih*(l)rxx (1= m)n(m) (2.94)

|=—o0 [=—00 m=—
deci
o= 1~:{|y(n)|2 }: h Rn (2.95)

unde h este vectorul coloana format cu elementele A(n), iar R este matricea de autocorelatie.
Aceastd exprimare prezinta interes in special in cazul filtrelor cu raspuns finit la impuls, cand
dimensiunile Iui h si R sunt finite.

e Aplicatie in cazul unui zgomot alb cu valoare medie nula m,=0 si varianta (putere medie)
2
(2%
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rxx(k): O-)%é‘(k)’ Pxx(z): O-)%

aﬁ:%aﬁi[i (71)2 dz 2”H( J(‘)]Zda)

2.3 FACTORIZAREA SPECTRALA. TEOREMA LUI WOLD

2.3.1. Procese aleatoare regulate. Factorizarea spectrala.

Densitatea spectrala de putere, Pxx(ej‘”), pentru un proces aleator discret, stationar in sens larg,
este o functie reald, pozitiva si periodica. Vom arata in continuare ca, daca ea este o functie
continuad de @ , P,,(z) poate fi factorizat sub forma:

Pe(2)= aéQ(z)Q*[i*] (2.96)

z
Relatia de mai sus defineste factorizarea spectrala a lui P,(z).
Fie x(n) un proces stationar in sens larg, cu valoare medie nuld si cu o densitate
spectrald de putere P,.(¢'”), continud (ceea ce presupune absenta componentelor periodice):

(z) = erx (n)zﬂ' 2.97)
n=—00
.. . 1
Sa presupunem, in plus, ca InP,(z) este analiticd intr-o coroand circulara R < |z| < E , R<1,

contindnd cercul unitate. Ca urmare, este posibila o dezvoltare in serie Laurent:

o0

Py (z)= Y aln)™ (2.98)

sau pe cercul unitar n:_w
In Py, (ejw): ia(n)efj"w (2.99)
Din ultima relatie rezulta ca a(n) reprezintd co};:i)en;ii dezvoltarii in serie Fourier ai functiei

periodice In Py, (ej @

conjugat simetrica,

Deoarece aceasta e o functie reald, rezulta cd secventa a(n) este
a(n):a*(—n) (2.100)
1 ;
0)=— J‘lanv(eJ‘”)da) (2.101)
2 el i

Secventa a(n) poarta numele de cepstrum al secventei r(n). Mai departe

P.(2)= exp{a(o)}exp{ia(n)z"}exp{ zl()} 2.102)

n=l1 n=—ow

Vom defini:

exp{Za } || >R (2.103)
n=l1
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Deoarece Q(z) si InQ(z) sunt analitice in |z| > R, Inseamnd cd Q(z) este o functie de faza

minima (fara nuluri in exteriorul cercului de raza unitate). Ultimul termen din factorizarea lui
P(z) mai poate fi scris :

exp{ ia(n)z"} = exp{ia(—n)z" } = exp ia(n)(i*]n = Q(i] (2.104)

n=-—oo n=1

asa incat

o 1
Py (2)=030(z)0 [—] (2.105)
z
unde
o8 =exp % jlnp(ej“)dw (2.106)

Un proces care indeplineste conditiile precizate mai Tnainte si admite o asemenea factorizare
spectrala se spune ca este un proces regulat.
Proprietati ale proceselor regulate.

e Un asemenea proces poate fi considerat ca iesirea unui filtru stabil si cauzal, avand la

intrare zgomot alb cu varianta 0'3 (figura 2.4.a).

u(n) <) <) - u(n)
Puu(Z):O-g Pxx(z): PXX(Z) 0@ Puu(Z):O-g
= 300" =
a. [Z J b.

Fig. 2.4 Reprezentarea unui proces stationar in sens larg cu ajutorul inovatiilor

Aceasta reprezentare a procesului aleator x(n) este cunoscutd in literaturd sub denumirea de
reprezentare cu ajutorul inovatiilor.

e  Filtrul avand functia de transfer inversa, 1/Q(z), poate fi considerat un filtru de albire
pentru procesul aleator cu densitatea spectrala de putere P, (z).

e ((z) poate fi reprezentat printr-o serie de puteri:

0(z)=q(0)+ g(1)="" +4(2)=7% + ... (2.107)
unde ¢(0)=1, deoarece evident

limQ(z) = ¢(0)=1 (2.108)
Z—>0
e Dacid P (z) este o functie rationala, atunci
0(z)= Be) (2.109)

si factorizarea are forma:
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Py(2)= aéQ(z)Q*[ 1 J= o3 w (2.110)

unde
A(z) =1+ a(l)z*1 + a(2)zf2 +...+ a(N)z

-N
@2.111)
B(z)=1+ b(l)z_l + b(Z)Z_2 .ot b(M)Z_M

iar polinoamele A(z), B(z) au toate zerourile in interiorul cercului de raza unitate.

2.3.2 Teorema lui Wold

Forma reprezentare a semnalelor aleatoare, prezentata mai nainte, fiind dupa cum s-a vazut,
supusa unor restrictii, nu este cea mai generala.

Teorema lui Wold stabileste ca un proces stationar in sens larg poate fi descompus in
doua parti:

-un proces regulat x,(n)

-un proces predictibil x,(n)

Se spune cé un proces x,(n) este predictibil dacé existd un set de coeficienti a(n), asa

incat:
o0
xp(n)ZZa(k)xp(n—k) (2.112)
k=1
Altfel spus, orice esantion poate fi determinat farda eroare, cunoscand esantioancle
precedente.

Se poate insa arata ca pentru un asemenea proces, densitatea spectralda de putere este
de forma:

i N
Pp(ew):Zak&(a)—wk) (2.113)
k=1
Rezulta ca o forméa generala a densitdtii spectrale de putere este
. . N
P(ew):Pr(eJ”)+ > (0 - wy) (2.114)
k=1

unde P,(¢”), partea continui a spectrului, corespunde unui proces regulat.

2.4 ELEMENTE DE TEORIA ESTIMARII

Notiunea de estimare in prelucrarea semnalelor se refera la deducerea valorilor unor
marimi necunoscute sau aleatoare pornind de la un set de observatii ce reprezintd variabile
aleatoare.

Din afirmatia de mai sus rezulta existenta a doud aspecte distincte.

a. Estimarea parametrilor - se refera la aflarea unor parametri deterministi dar
necunoscuti pornind de la setul de observatii. Exemple: determinarea valorii medii, a functiei
de autocorelatie, a densitatii spectrale de putere pentru un proces aleator stationar.
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b. Estimarea unei variabile aleatoare. De exemplu, determinarea esantioanelor de la
intrarea unui sistem cunoscand iesirea acestuia, suprapusd peste un zgomot. Este evident o
problema mai complexa decat prima.

In cele ce urmeaza ne vom concentra atentia numai asupra primului aspect.

Sa presupunem ca se doreste estimarea unui parametru & al densitatii de probabilitate

wy(x;0) a unui proces aleator x pe baza observatiilor x° = [x(O),x(l),...,x(N - 1)]T . Vom nota
cu

6=0lx) (2.115)
o estimare a lui @, realizatd pe baza setului de observatii x°. Aceasta este evident o functie de
x° (vector aleator) si in consecintd este de asemenea o variabild aleatoare. Pentru aprecierea

unui estimator se pot utiliza diversi indicatori.
- Deplasarea unui estimator se defineste prin:

B(6)=E(f)-o (2.116)
Se spune ca estimatorul e nedeplasat daca B(H) =0. Daca B(H) -0 cand N —> o,

estimatorul se numeste asimptotic nedeplasat.
- Eroarea patratica medie:

A2
EPM = E{|€ —0| } 2.117)
- Varianta si dispersia:
N A ~\2
— 52— _
var()= ol - E{|¢9 E(&] } 2.118)
- Consistenta unui estimator. Un estimator e consistent daca pentru orice £>0, oricat
de mic,
lim Pr{|é - 9| > g}: 0 (2.119)
N—ow
- Functia de plauzibilitate este definita prin densitatea de probabilitate
1(0)=w,(x,0) (2.120)
in unele cazuri este mai convenabil si se lucreze cu logaritmul acestei functii,
L(6)=n(w,(x,0)) (2.121)
Daci 0 este un vector cu M componente, L(6) este si el un vector
L(0)=[L(6) ) L(6, ). L(Oy )] (2.122)

- Mdsura informatiei unui parametru in sensul Fischer
2 2
1(0)= - ¢LY) L(f) _ _p 0 Inwy(x.0) 1nwx2(x,t9) (2.123)
00 06

Se poate demonstra ca este posibild si urmatoarea exprimare echivalenta

1(0) = E{(ag—(?)z} = E{[%ﬁjz} (2.124)

Evident, o posibilitate de a gasi un estimator este de a maximiza dupa @ functia de
plauzibilitate,

é(x) =arg max{wx (X,H)} (2.125)
[
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Un asemenea estimator se numeste de plauzibilitate maximad.
Daci 0 este un vector cu M componente, aceastd masurd se exprima printr-o matrice
de dimensiuni M x M , avand drept elemente

_ Gzlnwx(x,ﬂ)
Ty = {—aekae, } (2.126)
sau, altfel scris,

1(0)= —E{VL(G)(VL(G))T } (2.127)

- Marginea Cramér-Rao reprezinta o valoare minima pentru varianta unui estimator
nedeplasat. In cazul unui estimator @ scalar, presupunind ca derivata a doua a functiei L(G)

exista si este absolut integrabila,
var(f) = or217(0) (2.128)
in relatia de mai sus se obtine egalitate dac si numai daci estimatorul satisface relatia

6x)- 0 = k(0)L0)

2.129
20 (2.129)

in care K(6) nu depinde de valoarea estimata.

Daca aceastd limita este atinsa, se spune ca estimatorul este de variantd minimd sau ca
este eficient. In cazul unui estimator vectorial, inegalitatea de mai sus se transforma in
afirmatia ca matricea

-1
C;-17'(0) (2.130)
unde Cj este matricea de autocovarianta a estimatorului, este pozitiv semidefinita. In acest

caz estimatorul de variantd minima se obtine daca

0(x)-0 = K(0)V{L(0)} (2.131)

Aplicatii

1. Estimarea valorii medii.
Fie o variabila aleatoare gaussiand, caracterizata prin:

_()c—m)2

e
\/27z0'3

Sa presupunem cunoscut setul de observatii independente x = [xo,xl,...,x N_l]T . Densitatea
de probabilitate de ordinul N este deci

wy (x;m) =

N N 1 202
welssm)= [ Ty (em) = [ —-e
i=1 i=l \270()
N-1(. _ \2
L(m) =—— 1n(27r0'§ )— (x,- ’;1)
i-0 20
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Egaland cu 0 aceasta cantitate se obtine estimatorul de plauzibilitate maxima:

Varianta estimatorului este

A 1 Nl _O'O
Var{ }—F l:Ovar{xl-}—T
in fine,
2
I(m):—E{a L(;")}:i
om o
deci

var(m)=1""(m)
asa incat estimatorul este si de varianta minima. Lucrul acesta era de asteptat avand in vedere
ca

—_

15 002 dL(m)
N ¢
2. Estimarea dispersiei.
Pentru acelasi caz al variabilei gaussiene,
c')L(O'g ) N
2 5 2 4
5(00) 200 20 99
Egaland cu zero se obtine estimatorul variantei:

, 1" 2
00 = Z(xi —m)
N =
i=0
Daca m nu este cunoscut, se va utiliza pentru el estimatorul obtinut mai Tnainte:
, 1 2
00 = Z(xi )
N3

Sa calculdm valoarea medie a estimatorului:

Nl —m)?

Observatiile fiind presupuse independente:
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Ep? i=j
Eyx;x; (= !
{XIXJ} {E{x,}Etj}k:mz, l;t]

asa incat, tinand seama si de sta;ionaritate

5 ) L

Se constata ca estimatorii de plauz1b111tate maxima a variantei sau ai dispersiei sunt deplasati.

Totusi,
lim E{cr }

N—ow
deci ei sunt asimptotic nedeplasati. Uneori se prefera utilizarea estimatorului nedeplasat al
dispersiei:

3. Estimatori pentru functia de autocorelatie
Vom considera un proces aleator sta‘;ionar x(n) de valoare medie nula, deci:

rxx( E{x n + m }
Procesul fiind ergodic,

Zx n+m

=N
Ne propunem si gasim un estimator utilizand numai setul de observatii x(n), n=0,...,N-1, deci
pornind de la:

reclm) = e 2N Y

Vom defini:

o0
A *
)= Y0y )
n=—o
unde M poate fi astfel ales incat sa se obtind un estimator nedeplasat. Avand in vedere
suporturile finite,

suppxy (n)=[0,N =1, suppxy (n+m)=[-m,N-1-m],
rezultd 7, (m) =0 pentru |[m|>N-1.
Pentru m=0,...,N-1, limitele de Insumare vor fi 0 si N-1-m, asa incat in general vom
putea scrie:

1 © ®
p (m): ﬁ Z)CN(H)XN(H+M), me[O’N_l]

r;:x (— m), me [—(N - 1),—1]
Valoarea medie a estimatorului este:
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E —% Z {x xN n+m)}

n=0

-1-
1 —-m
=— erx(m):—rxx(m), m=0,1,.,N-1
) M = M
In mod asemanator, pentru m=-(N-1),...,-1 se obtine:

E{;xx (m)} = NA_;m Txx (m)

deci in general:

si rezultd o deplasare a estimatorului:

B ) = £ ) = i o) = )

Pentru a obtine un estimator nedeplasat se poate lua M=N-|m| deci:

A () —_— ZXN xN n+m) mel[0,N —1]
\m

fm(—m), me[-(N-1),-1]

sau cu o exprimare unitara:

Py (m) = | |ZxN Xy (n+m), me[-(N-1),N 1]

Uneori se prefera sa se ia M=N si rezulta:

L o em), meONT]
. — xyn)xyln+m), mel[0,N—1]
Txx (m) ={N n=0 N N
o (=m), me[~(N-1)-1]
Acesta este evident un estimator deplasat, deoarece:
. N —|m
(i, ()= )

Totusi cand N — o
lim E{;'xx (m)} =T (m)
N—ow

si deci estimatorul acesta este asimptotic nedeplasat.

2.5 MODELAREA PROCESELOR ALEATOARE

2.5.1 Modele ARMA. Forme particulare

in multe cazuri intalnite in practica, procesul aleator poate fi modelat ca iesire x(z2) a unui
sistem liniar, invariant in timp, caracterizat printr-o functie de transfer rationala, H(z),
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H(z)= = (2.132)

caruia i se aplica la intrare un semnal u(n). Frecvent, u(n) este un zgomot alb, el fiind cel care
imprima caracterul aleator al lui x(n). El reprezintd o parte intrinsecd a modelului. Vom putea
exprima deci x(7) cu ajutorul ecuatiei cu diferente finite:

M N
x(n) =" byuln—k)= > azx(n—k) (2.133)
k=0 k=1

Acest model este cunoscut in literaturd sub denumirea de model "ARMA" ( auto
regressive-moving average ), deci autoregresiv cu mediere mobila.

H(z) se presupune un filtru stabil i cauzal, asa incat nulurile Iui 4(z) se gasesc in
interiorul cercului [z]=1.

Se stie ca densitatea spectrala de putere a semnalului de la iesire se poate calcula cu:

P, (ej”’):|H(ej‘”)|2Puu (ej‘”) (2.134)
in cazul cand u(n) este zgomot alb, cu P, (ejw ): o’ ,
Py (ej‘”):cr2|H(ei‘”)|2 (2.135)

Fara a pierde din generalitate, vom considera cé a,=b,=1, deoarece castigul filtrului poate

fi incorporat in o2 . Se utilizeazi frecvent notatia ARMA (M,N), care pune in evidentd gradele
numaratorului si numitorului.

Forme particulare

-Modelul autoregresiv (AR), notat AR(N)=ARMA(0,N) se obtine pentru M=0. Raman ecuatia cu
diferente finite :

N
x(n)== apx(n—k)+u(n) (2.136)
k=1
si functia de transfer:
1 1
H(z)= = 2.137
B)=1 (2.137)

) - N
1+ z apz -k
k=1
-Modelul mediere mobila (MA), notat MA(M)=ARMA(M,0), rezulta particularizind N=0:

M
x(n)z Zbku(n—k) (2.138)
k=0
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M
H(z)=B(z)= Y byz" (2.139)
k=0

Un proces ARMA(M,N), pentru M si N finiti, poate fi reprezentat printr-un proces
AR(oo) sau printr-un proces MA(oo) Sa ilustram aceastd afirmatie printr-un exemplu. Fie
procesul ARMA(1,1), caracterizat prin functia de transfer:
1+ blZ -
H(z)=——, |ay|<1, || <1 (2.140)
l+az
Pentru a-1 exprima ca un model AR, H(z) trebuie pus sub forma:

1 > &k zta
H(z)=——, Clz)=1 = 2.141
(Z) C(Z)’ (Z) +kZ:;ckZ 4 by ( )
Dar
—z 1 Er A g 2.142
“k {Z‘f‘bl ( ) ( )
deci
cr = (a1 =b )b )kfl pentru k>1 (2.143)

Daca se doreste aproximarea procesului ARMA(1,1) cu un proces AR(L), cu L finit, va fi necesar
un ordin L cu atat mai mare cu cat nulul z = —b; este mai apropiat de cercul |z]=1.

Pentru a echivala procesul ARMA(1,1) cu un proces MA(oo) vom scrie:

H(z)zﬁznzclkz*k (2.144)
k=1
din care
dy = Z—l{ﬂ}(k)= (by—a))-a )" pentru k>1 (2.145)
z+a1

Si in acest caz, dacd se doreste o aproximare a procesului ARMA(1,1) cu un proces
MA(L) de ordin finit, L va fi cu atit mai mare cu cét polul z = —a; al procesului ARMA este situat
mai aproape de cercul |z|=1.

2.5.2 Relatii intre parametrii modelului si functia de autocorelatie

Vom presupune ca u(n) este un zgomot alb cu valoare medie nula si varianta o?.

Atunci:

P ( _ B (Z ) Z* 2
()= 2 —E Lo (2.146)
4| —
z
sau
P (2)4(z) = 1L1"‘[i*JB(z)a2 (2.147)
z

Vom aplica transformata z inversa acestei relatii §i vom tine seama ca:
Z7HP (k) = ey (k) = 1 (k) (2.148)
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deoarece x(n) va avea si el valoarea medie nuld, si

o0
Z‘l{H*(i*J} =30 (~n)" (2.149)
z n=0

Rezulta, folosind teorema convolutiei si cauzalitatea secventei s(n):

M M
N 2 * 2 *
bih (I-k)= bh (I-k), k=[0,M
Darralbi)= | U0 Fo R, KDL s
=0 0, k>M+1
de unde:

N M .
=Y g (k=1)+ o> Y bk (1), k=[0,M]
_ =1 1=k

ro (k)= (2.151)

N
=y (k1) k>M+1
I=1

Acestea relatii sunt cunoscute sub denumirea de ecuatiile Yule-Walker. in principiu, ele
permit determinarea parametrilor modelului daca se cunosc functiile de autocorelatie. Cum 1n
foarte multe cazuri acestea nu sunt cunoscute, ele pot fi eventual estimate, asa cum s-a vazut in
paragraful precedent, pe baza cunoasterii unui numar de esantioane (masurdri sau observatii) ale
unei realizari particulare a procesului aleator. Rezolvarea sistemului este simpla doar in cazul
proceselor AR, cand, deoarece M=0, dispare practic a doua suma, care imprima un caracter
neliniar ecuatiilor.

Pe de alta parte, ecuatiile Yule-Walker oferd o metoda recursiva de calcul a functiilor de
autocorelatie, daca sunt cunoscuti parametrii modelului.

Alegerea unui model adecvat procesului studiat este esentiald.  Este util ca modelul ales
sa aiba un numar minim de parametri. In cazul in care procesul studiat se caracterizeaza printr-o
densitate spectrald de putere cu maxime "ascutite", este indicatd alegerea unui model AR, stiind ca
asemenea maxime se obtin datoritd unor poli situati in apropierea cercului |z|=1. Daca, din contra,
ea se caracterizeaza prin minime pronuntate, eventual anulari, este indicatd alegerea unui model
MA cu zerouri situate in apropierea sau pe cercul |z|=1. Cand intervin ambele tipuri de comportari
ale densitdtii spectrale de putere, se va alege un model ARMA. Un alt parametru ce trebuie avut in
vedere este §i panta caracteristicii densitate spectrald de putere - frecventa. O pantd mare (variatie
rapidd) va necesita pentru simulare un proces AR sau ARMA de ordin mare.
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