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3

TEORIA FILTRARII LINIARE OPTIMALE

3.1 FILTRE WIENER CU RASPUNS FINIT LA IMPULS

3.1.1 Criteriul de optimizare

Tn jurul anului 1940 Norbert Wiener introducea un nou punct de vedere in proiectarea
filtrelor. Este vorba de a gasi un filtru care sa permitd o estimare cat mai corectd a unui semnal
pornind de la cunoasterea valorilor acestuia perturbate de un zgomot aditiv. Fie d(n)semnalul
util, v(n) zgomotul suprapus peste semnal i x(n) semnalul perturbat, care reprezintd deci
valorile masurate sau receptionate (daca ne referim la un sistem de comunicatie). Vom
presupune ca atat X(n) cat si d(n) reprezintd realizari particulare ale unor procese stationare in
sens larg, cu valori medii nule. Notand cu y(n) raspunsul filtrului, am dori ca acesta si estimeze
cat mai fidel semnalul dorit d(n) (figura 3.1). Altfel spus, ne propunem sa determinam filtrul

astfel Incat acesta sd minimizeze intr-un anumit sens eroarea

e(n)=d(n)- y(n) (3.1)

x(n) H) ym _ 4 dn)

e(n)
Fig. 3.1 Sistemul considerat

Pentru generalitate, vom considera ca atat semnalele, cat si coeficientii filtrului sunt
complecsi. Vom nota functia de pondere a filtrului

h(n)=w,, n=01..,N-1 (3.2)



asa Incat

y(n)=(h=x)(n Zwkxn— , n=01,.... (3.3)
si
N1
- > wx(n—k) (3.4)
k=0

N poate fi finit (cazul filtrelor FIR) sau infinit (in cazul filtrelor 1IR).
In cele ce urmeazd, vom utiliza drept functie cost eroarea medie patratica si ne vom
referi, pentru inceput, la cazul unui filtru cu raspuns finit la impuls.

Functia cost va fi deci
J= E{|e(n)|2 }: E{e(n)e*(n)} (3.5)

care poate fi dezvoltatd sub forma

J= E{[d(n)— NZ“lw’k*x(n k) ]{ Zwkx n—k) J} = E{d(n)d*(n)}—

N-IN-1 {

—ZwkE{ x(n—k)d } ZWk {x (n—k)d(n) } ZZwkw,

k=0i=0

W (n—i)}

(3.6)

el (0){= o (37)

Dar

este varianta semnalului dorit si

Efx(n—K)d* ()= g (—K)

. . (3.8)
R (0K 0= ™)~ )
unde r,4(k) este functia de corelatie intre semnalul de intrare si semnalul dorit. in fine,
EX(—K)X (1=1)}= i —K), (3.9)
unde ry, (k)= r(k) este functia de autocorela‘;ie a semnalului de intrare. Rezulta:
N-IN-1
J=0j - ZWk ra (= Zwk N (—K)+ > Zwkw, (i (3.10)
k=0 k=0i=0
Este posibild si o exprimare matriceald, introducand notatiile:
x(n)=[x(n),...x(n=N +1)]"; (3.11)
w=[wo, Wy, (3.12)
P =[x (O Fxa (D Fug (N + D] (313)
R=ExnX" (n)} (3.14)

In aceast relatie p este vectorul corelatiei dintre semnalul de intrare si semnalul dorit,
iar R este matricea de autocorelatie a intrarii.
Rezulta:

Jzag—WHp—pHW+WHRW (3.15)
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3.1.2 Ecuatiile Wiener-Hopf

Fie o functie f(z.2*):C* — R, unde z= [ZO, Z. ZN—1]
Conditia necesara pentru ca functia s aiba un minim in z este ca gradientul complex sa se
anuleze V.-{f(z.2")} = 0, adica z sa fie un punct stationar.

Prin definitie

vz{f}{ﬂ L }

oz, oz, oz,
) (3.16)

T

v.(fj=| L A
‘ oz ’821’ or

Se defineste derivata unei functii reale in raport cu o variabild complexa prin

of 1fof .of of 1fof .of .
Puniaiey ol el F c=o| i [ a=a+ib
0z, 2\ oa, "~ ob o’ 2|\ 0a ~ob

Se observa ca aceastd definitie satisface unele proprietiti cunoscute ale derivarii in raport cu o
variabila reald

xemple % _1 0 0 g ijh)=1
oz, 2\da ob,
o, 1[0 . @ .
L=l —+j—|(a+jb)=0
= z(aai JabJ(' ib)

@ _ifo .o
oz, 2

in consecinta
V,27=0; V_.z=0

adicd Z* Si Z sunt tratate ca variabile independente 1n calculul gradientului. Ca urmare, daca
p este un vector constant,

V. {pfz =p° v,-{pizl =0
Intr-adevar,
a N-1 . ] _1 a ] a N-1 . ] .
a—zi;pl (a.ﬂh)—z(aai Jabi){gp, (a.+m)}—pi
GRS : 1( o .0 ||& .
— D> p(a+jb)==| —+H— “(a+jb)r=0
25 )3 2 S0 e )

La fel se arata ca



V.{iz%pl=10 V-{z"pl=p
Daca A este 0 matrice constanta, patrata, hermitica, de dimensiune N,

o V. {zHAz} = (Az)", deoarece in derivarea in raport cu z, produsul z"A poate ~fi
tratat ca un vector constant p” i se aplica prima din cele patru relatii de mai sus.
o V,-{zFAz} = (Az) , deoarece in derivarea in raport cu z°, produsul Az poate ~fi
tratat ca un vector constant p si se aplicd ultma din cele patru relatii de mai sus.
Tn fine, pentru ca un punct stationar sa fie punct de extrem, Hessianul functiei mai
trebuie sa indeplineasca conditia
z 1) I} 0 pentru un minim
Vartf3 2 g pentru un maoxim
unde semnul de inegalitate pentru matrice semnifica ‘matrice pozitiv semidefinita, respectiv
‘matrice negativ semidefinita’.
Se constatd ca J este o functie de gradul doi de variabilele complexe W =a,+jby, k=0,...,N-1.
Pentru a gasi un eventual minim, vom egala cu zero gradientul complex,

V,.13}=0 (3.17)
Dar
2 {WHp—I—pHW}:VW* {WHp}+ V.. {p“w}:p (3.18)
Vv, Ww"Rwj=Rw (3.19)
Rezulta ca :
V{WHp+pHW}= 2p, V{WH RW}= 2Rw; (3.20)
VJ =—2p+2Rw =0. (3.21)
Hessianul transformarii este evident
H=Vv? {J}=2R (3.22)

El este pozitiv semidefinit, asa incat suprafata reprezentata de J(w) Tntr-un spatiu N+1
dimensional, are un minim Jui, pentru w = w° care anuleazi gradientul. Acestia vor fi deci
coeficientii optimi cautati si ei sunt dati de

Rw® =p (2.23)

N-1
sau > wirg(l=i)=ryg (i), i=0,..N-1 (2.24)
1=0
numitd ecuatia Wiener-Hopf. Varianta erorii minime este:
J =O'dZ—W°Hp—pHW°+WOHRWO=O'§—W°Hp—pHW°+WOHp=
(2.25)

min
2 Hy,,0 2 Hp -1
=0y —Pp'W =0q-p " Rp

Din analiza relatiei de mai sus, constatdm ca valoarea minimd a functiei cost este mai mica
decat puterea medie a semnalului dorit, deoarece p"R™'p>0, pentru ci matricea de

. . . . < . 2 . -
autocrelatie si inversa ei sunt pozitiv semidefinte. Scaderea in raport cu 0, depinde in mod
esential de vectorul p, deci de gradul de corelatie dintre semnalul de intrare si semnalul dorit.
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Daca cele doua semnale sunt necorelate, acest vector e nul si filtrarea optimala pracic nu mai
actioneaza. Se observa ca 1n acest caz coeficientii filtrului sunt nuli, deci iesirea filtrului e nula.
Ea este eficientd numai in masura in care existd o asemenea corelatie.

3.1.3 Principiul ortogonalitatii

Iesirea filtrului optim si eroarea respectiva pot fi exprimate prin:
ye (n)=wx(n) (3.26)

e®(n)=d(n)-wx(n) (3.27)
Efectuand media
Ex(n)e" (n)f= E(n)d"(n)}- Ex(n)xH (W® |=p—Rw® =0 (3.28)
Rezultatul de mai sus, exprimat sub una din formele:
Ex(n)e (n)j=0 (3.29)
sau
Ef(n—Ke® (n)}=0, k=0,..N-1 (3.30)

reprezintad principiul ortogonalitatii. El pune in evidentd faptul cad in cazul filtrarii optime,
eroarea este ortogonala pe esantioanele intrarii.
Ca o consecintd, rezultd imediat o relatie de ortogonalitate intre iesirea y°(n) si eroarea €°(n)

corespunzatoare filtrului optim
E{y0 (n)e"*(n)}: 0 (3.31)

O realizare posibila ce corespunde modelului analizat pand aici este aceea din figura
3.2, bazata pe o structurd de filtru transversal.

x(n) x(n_—l)

q
¢

Fig. 3.2. Filtru optim in structura transversald

Aplicatia 1
Sa presupunem ca un semnal util s(n) este perturbat de un zgomot necorelat cu
semnalul, v(n). Dispunem deci de observatiile (masuratorile)

x(n)=s(n)+v(n)
si ne propunem sa construim un filtru optim pentru extragerea semnalului util s(n). Acesta este
si el un proces aleator, cu o functie de autocorelatie cunoscuta,

rss(n)=a‘n‘, O<a<l



iar zgomotul este alb, cu varianta a\,z.

Semnalul dorit este

d(n)=s(n). raa(n)=rss(n)

si
rax(n)= E{d( (k - n} E{d (k)" (k — n}+E{d (kv (k- n)} faa (n)+ gy (n)

Deoarece d(n) si v(n) sunt necorelate

. ex() = T () + Ky (0)
In consecintd matricea de autocorelatie este
Ry =Ry +Ry
si ecuatia Wiener-Hopf
(Rg +Ry W =rgg

i ol 6]
oo eld
7

N il

H( )_1+O'v a2+a0'3 -1

(1+UV)2

Sa consideram N=2, deci

Sistemul devine

de unde

deci

Puterea medie a semnalului la iesire este

a 1

:;((1+ 0'5 —a2)2 +2ao-3(1+ 03 —a2)+ aza\‘,‘)

bt ]

Puterea medie a zgomotului la iesire este

1 al|w
ol =WHRdW=[W0,W1{ }{WO}=W§+20NVOW1+W12 =
1
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030 =wh Ryw = (Wg + le)a

ottt

Este interesant de evaluat Imbunatatirea raportului semnal zgomot, ca urmare a trecerii prin
filtru. Pentru aceasta vom calcula raportul

2
Os0
Q:O-‘% 14 2a03(1+0'3 az)
2
Os (1+0'V -a )2+a o-v
2
Oy

unde o2 =rg(0)=1
Evident, Tn expresia lui Q, termenul al doilea al sumei este cuprins intre 0 si 1, asa incét
1<Q<2.

Imbunatatirea maxima se obtine cand « —1 (in care caz Q — 2). Lucrul acesta este
explicabil prin faptul ca in acest caz "durata" functiei de autocorelatie creste (deci esantioanele
sunt mai corelate intre ele) iar densitatea spectrald de putere scade mai repede cu ®. Aceste
proprietati deosebesc mai puternic semnalul de zgomot din punct de vedere statistic facand
posibila o separare mai buna a semnalului.

Valoarea mica a Imbunatatirii (maxim 2, deci 3 dB) este legatd de ordinul mic al
filtrului (unu, deci doi coeficienti).

Sugeram cititorului repetarea exercitiului, eventual utilizand programe MATLAB,
pentru N=3. Se va arata ca in acest caz, Q —> 3, cand a —>1.

3.1.4 Filtre cu constrangeri liniare, cu variantid minima

Existd §i situatii in care se urmareste minimizarea unei functii cost, in niste conditii
impuse. De exemplu, sd gasim un filtru RFI ce minimizeazd varianta iesirii in conditiile
realizarii unui castig impus g, la o frecventa data, w, , deci

. N-1
H (el“’o): > wie o = wHe(wp)=g (3.32)
k=0
unde e(a)):b,e'j“’,,_,,e-i(N-l)w]f_
in locul unui "raspuns dorit", d(n), se impune realizarea acestei conditii. Utilizdnd metoda
multiplicatorilor lui Lagrange, vom defini functia de cost reala:

~Ellylo)? +Refalrferr)- o 239

Dacd este indeplinitd conditia (3.32), minimul variantei semnalului de iesire se realizeaza
simultan cu minimul lui J. Ecuatia de mai sus se mai scrie:

3 =yl )+ 5t elan)- )+ 46" (0w 57) -

(3.34)
- E{wH x(n)xH (n)w}+ %(A(WH e(wp ))+ ﬂ*(eH (a0 )w))— %(/lg + ﬂ*g*)
Aplicand metoda gradientului complex, rezulta pentru coeficientii optimi, Wy,
VI = v{w” Rw}+ %V{AWHe(a)OH ZeM (wo)w}= 2Rw + Je(a ) =0, (3.35)

deci



1,
wl = -5 /R Le(ep ). (3.36)
Pentru determinarea lui A se va pune conditia ca vectorul astfel determinat sa satisfaca relatia
(3.32):
g+ FeM (wp)R Ye(wg) = 2= —% (3.37)
2 e" ()R e(ep)
si in final

0 * R 718(0)0 )

wl =g (3.38)
e (wg)R "e(ep)
Varianta minima a iesirii In acest caz este:
2 H -1 o} H 0
E{ y°(n)( }: Jmin =WHRWO =g eH (QO)R& Rw _ g He (MOEN , (3.39)
e" ()R e(wy) " (wo)Re(wp)
deci
2
I =9 (3.40)

e (wg)R "e(ep)

Tn cazul particular cand g=1, filtrul lasa si treacd nemodificatd componenta pe frecventa g,

minimizand puterea medie la iesire. Se spune in acest caz ca este un filtru cu varianfa minima
si raspuns fara distorsiuni" (la frecventa ).
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A

PREDICTIA LINIARA

Una din problemele cele mai importante ale analizei seriilor temporale este predictia
valorii procesului aleator stationar la un anumit moment de timp, pe baza cunoasterii unui set
finit de esantioane anterioare sau posterioare in raport cu acest moment de timp. Apar deci
doua situatii distincte, denumite predictia inainte Sau directa si respectiv, predictia inapoi sau
inversd.

4.1 Predictia inainte (directa)

Fie x(n) un proces aleator stationar cu valoare medie nuld. Vom presupune cunoscut
setul de esantioane (observatii) x(n—l), x(n—2),..., x(n— N) si vom nota cu X,.3, spatiul N

dimensional al acestora. Ne punem problema determinarii unei predictii liniare a valorii x(n),
de forma:

N
%(|Xp_1)= > wiex(n —k) = wHx(n 1),
k=1 (4.1)
unde

x(n=1)=[x(n =1 x(n=2),..x("=N)[",  w=[w,wy,..wy ] 4.2)
Vom nota eroarea de predictie:
e} (n) = X)X, ) s

si ne propunem determinarea parametrilor wy astfel incat sa fie minimizatd eroarea patratica
medie:
2
Py = E{‘e,fl (nX }

In expresiile de mai sus indicele inferior N se refera la ordinul predictiei, iar indicele superior f
aratd cd este vorba de o predictie inainte sau directd (forward prediction, in limba engleza).

(4.4)

Deoarece e,ﬂ (n) are valoare medie nuld, Py reprezinta totodatd varianta erorii
precum si puterea erorii de predictie. Problema propusa este insd similard celei rezolvate in
paragraful precedent, cu deosebirea ci semnalul dorit d (n) este Tnlocuit cu x(n), iar setul de

observatii  X(n),...,x(N—N+1) este fnlocuit cu x(n—1)..,x(n—N). Matricea de

autocorelatie este in acest caz
R= E{x(n—l)x“(n—l)} 4.5)



si are, in baza stationaritatii, aceiasi formd ca si in cazul discutat mai inainte al filtrarii
optimale. Locul vectorului p va fi luat de

r = EX(0 -1 ()= [ D= 2) BN )T @)

Tn fine, eroarea e(n) se inlocuieste cu e,L (n) dat de (4.3), iar media sa patratica,
\]min cu PNa $1
2 2 2
o3 = EJX(n) = 02 = 1, 0) “

Tn consecinta se pot prelua direct urmatoarele rezultate:
- ecuatia Wiener-Hopf (ecuatia normala)

o _ 0_p-1
Rw” =r sau w =R r (4.8)

- principiul ortogonalitatii, conform caruia, in cazul predictiei liniare optime, eroarea
de predictie este ortogonala pe oricare din esantioanele ce reprezinta observatia,

f*
E{X(I’l _1)eN (n)}: 0 (4.9)
- expresia puterii erorii de predictie, in cazul coeficientilor optimi,
Py = o2 —rfw® = r (0)-rHw® = r(0)-rHw° (4.10)

Ecuatia prin care este definit predictorul corespunde fizic unui filtru cu raspuns finit la
impuls, avand drept intrare secventa x(n) (figura 4.1).

x(n) x(n-1) X(n-N-1)
— ;1 . A b P
Wf* Wg* W%*_l WRI*
______________ ), o
X(n|xn—1)

Fig. 4.1 Filtru ce realizeaza predictia directd

Eroarea de predictie poate fi si ea generatd de un filtru, numit filtrul erorii de predictie
conform relatiei:
f L 0* L
ey () = x(n) = > wg x(n—k) = D ay xx(n-k)
k=1 k=0 (4.11)

unde
a 1, k=0
N,k _Wo* .

El este reprezentat in figura 4.2.

(4.12)

Adaugand la ecuatia Wiener-Hopf expresia puterii erorii, se obtin ecuatiile Wiener-
Hopf extinse sub forma:



Filtre Wiener cu raspuns infinit la impuls cauzale 11

e

* Py
Rnaan Z{ 0 }

(4.13)
sau

(4.14)

]
aN = B Wo*
(4.15)

si Ry+1 este matricea de autocorelatie extinsa, de dimensiuni (N+1)x(N+1),

unde

x(n) = x(n_—l) e I - L(n-N)
aNo= an 1 an,N
v - "~

f
ey ()
Fig. 4.2 Filtrul erorii de predictie inainte
Aplicatia 1
Sa analizam realizarea unui predictor pentru un proces autoregresiv AR(1) descris
prin
x(n)=ex(n-1)+v(n), |of<1

unde V(n) este un zgomot alb cu valoare medie nula si varianta O'v2 . Aplicand transfomata Z

V(z 1 27

X(Z):%; Pxx(z):va(Z) . 2y "
T o
Efectuand transformata Z inversa se calculeaza functia de autocorelatie
n
2«

oy ——, n=0
rxx(n): ! l—|0(|2

(=n), n<o

Sa gasim un predictor de ordinul doi. Coeficientii optimi sunt solutiile ecuatiei
1 T 0 * 0 *
(L oLl = e
a  1]ws (a )2 w3 0
&(n[X 1 )= ax(n-1)

asa Incat predictorul optim este de fapt unul de ordinul 1, esantionul x(n —2) nefiind utilizat.

Acest lucru era previzibil, avand in vedere modul cum este definit procesul AR(1). Eroarea
medie patratica este

deci



P, :0'3 —[a az}k{a*}:a\?;

0
Sé evaluam puterea erorii raportata la puterea semnalului de intrare:
Q=2 -1-pof
O'x
Evident, puterea erorii de predictie este datd de puterea partii nepredictibile , v(n). Raportul Q

A o —>1 . . . . . -
scade cand | | , deoarece esantioanele procesului sunt mai puternic corelate in acest caz. In
p p

A1 || =0 . < . e

cazul cand | | , semnalul tinde cétre un zgomot alb, pentru care esantioanele diferite sunt
necorelate. Un asemenea proces este de aceea nepredictibil si in consecintd puterea erorii tinde
catre puterea semnalului de intrare.

Aplicatia 2. Predictia cu mai multi pasi.
Asa cum a fost prezentatd pana acum predictia, ea presupunea estimarea esantionului
X(n) imediat urmétor setului de observatii x(n —1). De aceea, 0 putem numi predictie cu un

pas. Desigur, ne putem pune problema estimdrii esantionului X(n+p), pe baza aceluiasi set de
date. Semnalul dorit se va inlocui cu x(n+p), iar valoarea estimati, reprezentand o predictie cu
p+1 pasi, este de forma

%(n+ p|X 1) = Zwkxn k)=w"x(n-1)

Locul vectorului p din ecua;nle Wiener-Hincin este luat de
rp = ER( 2" (1+ p)f= [ (-1 D) =2 Pl i (N — )T
si toate rezultatele obtinute mai inainte se pot aplica si aici, deci
H,,0 H,,0 Hp-1
P,Sp —rpw (p) ( ) riwO®) = r(0)-rf'R7r,
Ca exemplu, sa reluam cazul procesului AR(1) din aplicatia precedentd. Se obtin:

- [(a*)pﬂ, (a*)sz

o

Wf(p; _ (a*)pﬂ

wl(P 0

&(n+ p|X 1) = aPx(n-1)

< \p+ 2(p+1)
P(p) :O')% _[a p+1 ’ap+2:| (a )p 1 03 262 1_|C¥| p ) Q :ﬂ :1_|a|2(p+l)

2 v 2 2
0 |1-|q 1-|of Ox
Evident, cu cét p creste, eroarea predictiei creste. Acest lucru este o consecintd a faptului ca

functia de autocorelatie descreste monoton cu |n| .

4.2 Predictia inapoi (inversi)
Se poate pune si urmatoarea problema: fiind cunoscute observatiile x(n), x(n-1),...,
X(n-N+1) sd estimam valoarea esantionului precedent acestui set de esantioane, X(n-N), n
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aceleasi conditii de minimizare a erorii patratice medii. Este o problema de predictie Tnapoi sau
inversa (backward prediction in limba engleza).

Vom nota cu X, spatiul N dimensional al observatiilor si vom cauta estimatul
esantionului x(n-N) sub forma:

&(n-N|X,)= ig;x(n —k+1)

Eroarea de predictie va fi: k=1
el ()= x(n—N)-x(n-N|X,)

Va trebui deci evaluat vectorul coeficientilor
g=[91,92,-..,gNIr (4.18)

astfel incat sa fie minimizata eroarea péatratica medie

A - £{ ko) |

Teoria filtrarii optimale se va putea aplica si aici, cu urmatoarele corespondente:
d(n)=x(n-N)
w® =g,
e(n) = e} (n)

Jmin = Pn (4.20)

4.17)

(4.19)

Tn fine, locul vectorului p este luat de
r% = Ef() (1= N)f= [N N D 5

Rezulta imediat relatiile (ecuatia normala si expresia puterii erorii de predictie)
B*

Rg=r (4.22)
BT
Py = I’(O)— r-g (4.23)
precum si principiul ortogonalitatii
E{x(n b*(n)}z 0
N , (4.24)
sau
b*
Ex(n -kl (n)}=0, k=01...N-1 .25
Si in acest caz predictia poate fi realizata cu un filtru RFI ( figura 4.3).
. x(n) = x(n_-l) pra I = x(n-N)
1 9> gN
v .
*(n=N|X,_1)

Fig. 4.3 Filtru ce realizeaza predictia inversa



Eroarea de predictie poate fi scrisa

o8 ()= x(n—N)- Y gix(n—k +1)— ﬁlc,\,‘kx(n—k)

k=1 (4.26)
unde
*
- , k=0,..N-1
PNk _{ . k=N
' B (4.27)
Aceste operatii pot fi realizate cu filtrul din figura 4.4, numit filtrul erorii de predictie
fnapoi.

Combinand relatiile de mai sus se obtin ecuatiile Wiener-Hopf extinse pentru

predictia inversa,
BT P
r r(0)| 1 N (4.28)

sau
* 0
RnwCN = B
N (4.29)
unde
1 (4.30)
x(n) x(n-1) x(n-N)
Z—l ° 7 T - o ____ 1 I
CN .o CN 1 cnn =1
(A

b
Fig. 4.4 Filtrul erorii de predictie inapoi en (n)
Se poate usor stabili o relatie intre coeficientii filtrelor de predictie directa si inversa.
Tntr-adevar daca in relatia 4.22 se inverseaza ordinea liniilor, iar apoi se efectueazi conjugarea
complexa, rezultd succesiv:

T.B _ * H. B* _ . B* _
R'g"=r; R'g° =r; Rg° =r (4.31)
Comparand cu (4.8) rezulta:
B* _
g - =w (4.32)
sau
Ok =Wn-k+1, k=1..N (4.33)

si de asemenea
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_ 5B
Cn =4 (4.34)
sau
CN,k =aNYN_k, k=0,...N (435)
Se observa ca filtrul erorii de predictie inversd se obtine din cel al erorii de predictie
directd, inversand ordinea multiplicatorilor §i luand wvalorile complex conjugate ale
coeficientilor.
Deoarece:

(BTg = rTgB = (rTgB)* _rHgB" _rHy @.36)

se constatd ca puterile erorilor de predictie sunt identice in cele doud cazuri ( motiv pentru care
s-a folosit o notare unica, Py).

4.3 Algoritmi eficienti pentru rezolvarea ecuatiei normale

4.3.1 Algoritmul Levinson-Durbin

Dupa cum s-a vazut, pentru determinarea coeficientilor wy sau ayy, k=1,...,N pentru
predictorul optim ar trebui rezolvat sistemul de ecuatii Wiener-Hopf. Sistemul este liniar si
poate fi rezolvat prin metoda eliminarilor a lui Gauss, dar numéarul de operatii ar fi ridicat
(creste cu N®). Tinand seama de forma particulara a sistemului, determinatd de caracteristicile
prezentate mai Tnainte ale matricei R, existd un algoritm mai eficient, atit ca numar de operatii,
cat si ca spatiu de memorie necesar.

Vom cauta o constanta kp,, astfel incat sa fie posibild o relatie de forma:

* * * O
am = Am-1 +km{ B }
0 8m-1 (4.37)

*
amk = am-1k +*Km@m-gm-k, K=0,...m

sau in forma scalarda
(4.38)

In aceste ecuatii an reprezinta coeficientul k al filtrului erorii de predictie directd de
ordinul m, deci

3m-10 =1L an-ym=0 (4.39)

Pentru a determina coeficientii ky, vom inmulti relatia (4.37) cu Ry.q. Dar

* P
Rmuam = [Om}
m

(4.40)
unde 0,, este un vector nul de dimensiune mx1. S-a aratat ca intre Ry $i Ry, exista relatia:

m+l —| BT
I r
n 10 (4.41)
unde Ry, este matricea de autocorelatie de dimensiune mxm, iar I’HE: " este vectorul functiilor de

corelatie intre elementele secventei x(n), x(n —1),..., x(n -m+ 1) si x(n-m).
Prin inmultirea primului termen din membrul drept al relatiei (4.37) cu Ry.+; se obtine

* B* * *
R am-1|_|Rm Tm [ama1|_ RmaT—l
0 r2T r)] o reTa, 4 (4.42)



Definind scalarul:

m-1
BT ,* *
Ama=Tn 8p1 = Zam—l,k I‘(k - m)
k=0 (4.43)
si avand in vedere forma extinsa a ecuatiilor Wiener-Hopf pentru predictorul de ordin m-1,

a* Pm—l
R m+1{ m—l} = 0ma
0 A
m-1 (4.44)
In mod asemanator, pentru al doilea termen din ~ (4.37) :

H H_B
Rm+1{ : }: I’(O) 'm { 59 :|: Im 8m-1
am-1 'm Rm am-1 Rma,?-,,1 (4 45)

0
H,B * B * m-1
Mmami1=4m1, Rma@m1=RmCm =|:

Tinand seama ca:

Fnal (446
rezulta:
0 Am—1
Rerl{ B } =|Om1
am-1 P
m-1
(4.47)
si in final:
P Pm—l Am*]-
m
[0 } =] Omg |+ Km| Om_g
" Am—l I:)m—l
(4.48)
Din aceasta relatie se obtin imediat:
Pmn =Pm-1+KkmAma; 0=Ap_1 +KnPy (4.49)
Eliminand A4, rezulta
2
Pm = m—1(1_|km| j
(4.50)

Evident in relafiile de mai sus, P,, >0, ceea ce implica ‘km‘ <1. Pentru filtrul erorii
de predictie de ordin 0,

es (n)=el(n)=x(n) (4.51)
deci Py=r(0) si se poate determina Py cu
N
Py = POH[1—|km|2)
m=1 (4.52)

Formula de mai sus pune 1n evidenta o tendintd de scadere a puterii erorii de predictie odata cu
cresterea ordinului predictorului.
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Coeficientii ky, poartd numele de coeficienti de reflexie (prin analogie cu teoria liniilor
de transmisiune). Din (4.38) pentru k=m,

Km =amm (4.53)
Se poate usor arata, folosind definitiile si principiul ortogonalitatii, ca:
_ b f*
Apg = E{em—l(n _1)em71(n)} (4.54)

unde e r:H(n) reprezintd raspunsul filtrului erorii de predictie directd de ordinul m-1, pentru

secventa de intrare x(n), x(n —1),..., x(n -m +1), iar ei_l(n —1) este raspunsul filtrului erorii

de predictie inversd, de ordinul m-1, la secventa x(n —1), x(n —2),..., x(n —m).
Avand 1n vedere ca:

ed (n)=ed(n)=x(n) (4.55)

20 = ERS0-ef ()= EXO -0 )f=r-0)=r" ) g

Cunoscand A, si P, se pot calcula, folosind relatiile de recurenta (4.49),

“"TR o) © r(0) (4.57)

si asa mai departe, pana la ky si Py. Coeficientii An,; se calculeaza cu ajutorul formulelor de
definitie si utilizaind formulele de recurenta se pot calcula succesiv Pp, Kn, @y, pornind de la
k=0.

Algoritmul poate fi sintetizat sub forma urméatoare:

Algoritmul Levinson-Durbin
Po=r(0) Ao =r"(1)
for m=1:1:N

A*
Ky = ——m=L

I:)m—l
2
Pn = Pm,1(1—|km| )
Amm = km’ am,0 =1
for k=1:1:m-1
amk =am-1k +Kmam-1mk

end

m *
Ap =Y amkrk-m-1)

k=0
end

Complexitatea aritmetica a algoritmului
Se observa usor ¢i in pasul m al algoritmului trebuie efectuate:

e impartire;



e 2m+1 inmultiri (doud pentru calculul lui Py, m-1 pentru reactualizarea coeficientilor an,
si m pentru calculul lui A ).

e 2m adunari.

Pentru efectuarea intregului algoritm, rezulta
N

>(2m+2)=N?+3N

m=1

inmultiri / Impartiri si

N

> (2m)=N?+N

m=1

adunari. Dacd se utilizeazd o singurd unitate aritmeticd $i aceasta efectueaza o operatie

aritmetica intr-o unitate de timp, rezultd ci timpul total de calcul este proportional cu N,
Odatd cu dezvoltarea tehnologiilor VLSI si a arhitecturilor paralel de prelucrare

capatd importanta si analiza cazului cand se dispune de N unitati aritmetice ce pot lucra in

paralel. S-ar putea presupune ci in acest caz, timpul total necesar ar fi proportional cu N. Tn

realitate, Tn calculul produsului scalar pentru evaluarea lui Am, se pot efectua in paralel

produsele, dar nu si sumele. Daca N =2" , calculul sumelor se poare face in r etape, asa incat
va fi necesar un numir de unitati de timp proportional cu N log, N .

Exemplu

Cu ajutorul algoritmului Levinson-Durbin sa determindm coeficientii unui predictor
de ordinul 3, cunoscand secventa functiei de autocorelatie [1, 0,5, 0,5, 0,25].
Ecuatia normala este:

1 05 05 a 0,5
05 1 O05(a|=-05
05 05 1 |ag| |0,25

Pentru predictorul de ordinul 1
P =rx(0)=1 Ag=ry(1)=05

A 1 2 3
kj=—=0=—=: P =R1-k{)=>
1="p = R o(1—ki) 2

1
qog=L ag1=k=—=
1,0 11 = K1 >
1
Ay =ayor(-2) +ar(-1) = 2
Pentru predictorul de ordinul doi:

A 1 2 2
ky=——t=-Z; P,=R(-k5)==
2="p =g P 11-k3) 3

1 1
ao=1 ay;=aj;+kpayy = —3 2= ko = 3

1
Ay =ayor(=3) +a1r(=2) +ag»r(-1) = T

Tn fine, pentru modelul de ordinul trei
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A 1 2 21
kg=——=2==; Py=P,(1-k§) ===
3=, g 13 »(1-k3) »

. 3, 3. 1
30 =1 agg=ap;+tksap, = —gr B2t ksapq = —g 837 ks = A

4.3.2 Algoritmul Schur

Algoritmul Levinson-Durbin permite atat calculul coeficientilor a, cat si al coeficientilor de
reflexie. Dacd ne intereseaza numai coeficientii de reflexie algoritmul Schur poate oferi o
solutie mai eficientd [Pr1],[St1]. Vom defini secventa

m
Ym (@) = D amkhocli —K) =2 i * (i)
k=0 (4.58)
care reprezinta raspunsul filtrului erorii de predictie directd la secventa de autocorelatie. Avand
insd in vedere ca ecuatia Wiener Hopf pentru predictorul de ordin m se poate exprima sub
formele

m
D am ki —K) =T (i), i=1..m
k=1

= (4.59)
m
D amih(i—k)=0, i=1..m
k=0 (4.60)
rezulta ca
yh()=0, i=1..m (4.61)
si
4 f
Pm = zam,erx (K)=Ym (O)
R k=0 (4.62)
In mod asemaénator, se definesc, pornind de la predictia inversa
m
Ym (@) = 2 Cm ke i —K) = Cn j * (1)
k=0 (4.63)
Dar
Cm,k = @m,m—k (4.64)
asa incat se deduce usor ca
ym (@) = ym " (m—i) (4.65)
Ca urmare rezulta proprietatile
y2(i)=0, i=0,...m-1 (4.66)
le% (m) =Py, (4.67)

Tinand seama de relatiile de recurenta

amk =am-1k tKmam-1m-k =am-1k +KmCm-1k-1 (4.68)

Cmk =Km@m-1k +Cm-1k-1 (4.69)

se obtin imediat niste relatii de recurentd asemanatoare pentru secventele nou introduse:



Y () = Y1 (D) + K Y1 (i 1) (4.70)

Yo 1) = kY1 (1) + Ym-1i ~1) @71
cu conditiile initiale

Yo () = Y8 0) = (i) 4.72)
Tn fine

Ym(M =0 = Yo (M +knypa(m-1=0 o
de unde

o = —— (™

Ym-1(m—1) (4.74)

Pe baza relatiilor deduse , se poate construi un algoritm recursiv (algoritmul Schur) care
permite calculul coeficientilor de reflexie, pornind de la functiile de autocorelatie.

ALGORITMUL SCHUR
for k=0:N
Yo (K) = Y8 (K) = (k)
end
for m=1:N
_ Yma(m
m =
ym_1(m-1)
fori=m+1:N
Y@=y () +knyh 2 -1
end
fori=m:N
by _ L*of g b
Ym (') - km ym_l(l) + Ym—l(I _1)
end
end
Py =YR(N)

Complexitatea aritmetica a algoritmului.
In pasul m se efectueaza:

- o impartire, pentru calculul lui Km ;

- N-m inmultiri si N-m adunari, in primul ciclu dupi i;

- N-m+1 inmultiri si N-m+1 adunari, in al doilea ciclu dupa i.

Rezultd un numar de 2N-2m+2 inmultiri / impartiri $i 2N-2m+1 adunari, deci in total
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N
> (2N-2m+2)=N?+N

m=1 (4.75)
inmultiri / Tmpartiri si

N
> (2N -2m+1)=N?

m=1 (4.76)
adunari.

Practic, algoritmul poate fi organizat in modul urmator:
o Initializarea algoritmului. Se constituie “matricea generatoare”

Go = -0 @ (@) oo (N ):|
[ (0) (@) 1y (@) -0 1y (N) (4.77)
e  Prin deplasarea spre dreapta cu o unitate a liniei a doua se obtine
G- [0 @ (@ ... r(N) i|
10 nx(0) @ ... nr(N-=1) (4.78)

Raportul elementelor coloanei a doua, cu semnul schimbat, determind primul coeficient de
reflexie, k; .
e  Se constituie matricea

{ 1 kl}
Ki=ler o
1 (4.79)
e Se calculeaza
f f
. . 0 o 2) ... N
Gl:KlGO{ 0 Y@ oy )}
0 yi(@ v1 (@ ... yi(N) (4.80)

unde s-au avut in vedere relatiile de recurentd si faptul ca y,' (1) =0. In continuare se repetd

ultimele trei operatii, deci in pasul m:
e Se formeaza G’, din Gy, prin deplasarea spre dreapta cu o pozitie a liniei a doua.

e Se calculeaza K, ca raport cu semnul schimbat a elementelor coloanei m+2 si se
formeazd matricea K, .
e  Se calculeaza

Gmi = KmaG'm (4.81)

Exemplu
Sa determinam coeficientii de reflexie pentru un predictor de ordinul 3, cunoscand
secventa functiei de autocorelatie [1, 0,5, 0,5, 0,25].
Se formeaza succesiv:
0 05 05 0.25 G 0 05 05 0.25
711 05 05 025 ° |0 1 05 05

si rezulta



05
k=~ =05

1 -05
K=
-05 1

Se formeaza matricele pentru m=1;

0 0 025 0
G, =K G'y=
0 0,75 025 0475
. [0002 0
G =
0 0 075 0,25
_ 025 1
27075 3
=
Ky = 1
-= 1
3
Pentru m=2,
00O —%
G, =KG' =
0o 2 1
3 4
0 0O —%
Gy =
0 0O E
3
1
_ 121
kg = 2 =3
3

Varianta paralel de implementare a algoritmului Schur

Un avantaj al algoritmului Schur constd in faptul ¢d permite o implementare paralel (pipe-
line), sugerata de altfel, de modul de calcul prezentat mai sus. O asemenea realizare, propusa
de Kung si Hu [Kul] este prezentatd in figura 4.5. Celulele F2-FN si B1-BN au structuri
identice, reprezentate in figura 4.6a. in aceasti schemd, D este un registru de stocare, in care se
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salveaza rezultatul pe un tact comun pentru intreaga structurd. Comutatorul COM este pe
pozitia 1 numai in primul tact, permitdnd incarcarea celulelor cu valorile functiilor de
autocorelatie in etapa de initializare; in rest el se afla pe pozitia 2.

Mee(N)
lrxx(l) lrxx(N'l)
ale y k r a y k r aje
F1 F2 J FN
b b[® b
 1(0) 3 D) $ ra(N-1
r a r a r a
Yy B1 P y B2 y BN
k b€ k b k b
A A

Fig. 4.5 Structura pipe-line pentru implementarea algoritmului Schur

Celula F1 are o structurd specifica (celuld de divizare), reprezentatd In figura 4.6b, si nu
dispune de elemente de memorie. Ea este de fapt cea care genereaza valorile lui k (iesirea
algoritmului).

Din analiza anterioara facutd asupra complexitatii aritmetice, rezultd cd dacid se
foloseste o singura unitate aritmeticd si pentru fiecare operatie aritmetica este necesard o
unitate de timp, timpul total necesar efectudrii algoritmului este proportional cu N2

in cazul structurii prezentate acum, care contine 2N unititi aritmetice, efectuarea
tuturor calculelor se face in N tacte. In fiecare tact vor trebui calculate o inmultire, o adunare si
o impirtire (in celula divizoare). In ipoteza facutd mai inainte, perioada tactului ar trebui sa fie
de trei unitati de timp, deci 1n total vor fi necesare 3N unitati de timp. Posibilitatea de calcul
intr-o structura paralel reprezintd un avantaj al algoritmului Schur fata de algoritmul Levinson-
Durbin.

lr
1o K a
<« D 1—0\(301\4 a ¢ —
y 2 -alb
de (Y} P!
b KL
l—» —<
k
a. b.

Fig. 4.6 Celulele structurii ce implementeaza algoritmul Schur



4.4 Filtrul erorii de predictie

4.4.1 Proprietati ale filtrelor erorii de predictie
Vom nota functiile de transfer ale filtrelor erorii de predictie directd si inversd de
ordinul m cu:

m m m
Hi(2)= > amkz ™ Ha(@)= D emz™ = Y anmyz ™
k=0 k=0 k=0

(4.82)
1) intre functiile de transfer ale celor dous filtre existi relatia
M-
z (4.83)
ce rezultd imediat din definitiile de mai sus.
2) Caracteristicile amplitudine-fiecventa ale celor doua filtre sunt identice.
Intr-adevar, punind in relatia de mai sus z=€'*,
b(,jo —jmo 4 T*(,jo b(,jo fljo
H (eJ ):e me (eJ = ‘H (eJ )‘:‘H (eJ )‘
m m ) m m (4.84)
3) Relatie de recurentd. Avand in vedere formulele (4.38) rezulta:
f f -14b
Hm(z): Hm_1(2)+ka Hmfl(z) (4.85)

4) Filtrul erorii de predictie directd este de faza minimd. Pentru demonstratie vom avea in
vedere faptul ca ‘km‘ <1, ceea ce, tindnd seama si de proprietatea 2 conduce la:

fenz H1(2)| < [Hp-a(2)] = Ha(2)] pe [2]=1 (4.86)

Vom folosi teorema lui Rouché din teoria functiilor de variabild complexa
[Hal],[St1]:

Daci doua functii F(z), G(z2), sunt analitice pe conturul C din planul z si in interiorul
conturului, si ‘G(ZX < ‘F(ZX pe contur, atunci functia F(z)+G(z) are acelasi numar de zerouri

in interiorul conturului C ca si F(2).
Fie conturul C cercul ‘z‘ =1si vom aplica teorema aceasta pentru functiile:

f -14b
F(Z): Hm—l(z)' G(Z)kaZ Hmfl(z) (4.87).
Dacéa s-ar parcurge conturul C in sens direct trigonometric, prin interiorul sau s-ar
intelege domeniul |Z| <1. Inversind sensul de parcurgere, interiorul conturului devine

domeniul ‘Z‘ >1. Conform teoremei enuntate, dacd H,' (z) nu are zerouri in ‘z‘ >1, de aceeasi

proprietate se bucura si H, (z). Cum H/ (z) =1, rezulta prin inductie completa ca H | (z) nu
are zerouri in afara cercului |z| =1.

5) Filtrul erorii de predictie inversd este de fazd maximd (are toate zerourile in
exteriorul cercului |z| =1).

Daci se exprima H | (z) sub forma
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m
f -1
HA@)-[T0-z2) <1
i=1
avand in vedere proprietatea 1, rezulta

m m
HB (@)= 2" Th-22)- Tk - =)
i=1 i=1 (4.89)
Nulurile acestei functii de transfer sunt de forma 1/z; , i=1,...,m, si sunt evident situate
n \z\ >1, simetric fatd de z; Tn raport cu cercul \z\ =1.

(4.88)

4.4.2 Forma "latice" de realizare a filtrului erorii de predictie

Am vazut ca o forma posibild de realizare a filtrului erorii de predictie este aceea de
filtru transversal. In cele ce urmeazi vom prezenta o alti structuri, care poate genera atit
eroarea de predictie directd cat si inversd. Pentru a gasi aceasta structura vom deduce mai intai
niste relatii de recurentd pentru eroarea de predictie. Utilizand ecuatia (4.37) se poate scrie

h=shna ([ ] ] 0

0 m-1

ool 0 bt 20,

= am_1Xm () + Kmap1Xm (1 - 1) (4.90)

in relatiile de mai sus s-a utilizat pentru vectorul x[n] si un indice inferior, ce
reprezinta numarul de componente al vectorului.
Avand 1n vedere ca

aBixn(1-D)=ch xnln-D=eBs0-) e

reprezinta eroarea predictiei inverse, intarziata cu un tact, rezulta:

em(n) =g ()+knep 1 (1-1) (4.92)

Facand o inversare a ordinii §i o conjugare complexa a elementelor din relatia (4.37)
si procedand apoi ca mai inainte se gaseste:

ertr)1 (n) = er?”l—l(n _1)+ kr;er;—l(n _l) (4.93)

Tntr-o forma matriceala cele doua ecuatii se pot scrie:
gl 1 el 4(0)
en()] [k 1 Jepy(n-1)

Relatia de mai sus corespunde cuadripolului din figura 4.7.

(4.94)



f f
em—l(n) * em (n)
m
K
— 7t » > o
b b
em_1(n) em(n)

Fig. 4.7 Celula elementard a structurii latice

eg () & (n) em M)
Xm_| Kt ko kn
ed(n) e’ (n) e5(n) en (n)

Fig. 4.8 Structura latice
Avand in vedere ca eof (n): eg (n): x(n) reprezintd intrarea filtrului, rezultd ca in
ansamblu, acesta se va obtine prin conectarea in cascadd a N asemenea cuadripoli (figura 4.8).

Se poate pune problema calculului coeficientilor ky, cunoscand ayg,....ann. Pentru
aceasta vom porni de la ecuatia:

amk =8m-1k +Kmam-1m-k. k=0L..m (4.95)

careia 1i vom alatura ecuatia obtinuta din aceasta prin conjugare complexa si inlocuind Kk cu
m-k. Rezulta sistemul:

*
amk =am-1k +Kmam-1,m—k
* * *

amm-k =Kmam_1,k +@m-1m—k (4.96)
din care se calculeaza am.y ,
am k _kmam,m—k _ 8mk ~8&m,m@m,m—k

2 - 2
1K 1-[amm| (4.97)

Cunoscand setul de coeficienti corespunzitori predictorului de ordin N, {ayx}, se
trece, cu formula de mai sus, la cei corespunzitori predictorului de ordin N-1, {an.1x} si se
determind Ky.;=am.1 m-1, $i aga mai departe pana la N=1.

O proprietate remarcabilda a structurii latice este aceea cd se poate mari ordinul
predictorului, adaugand pur si simplu incé o celuld, fard a modifica in rest structura existenta.
Faptul ca toate celulele au aceeasi structurda este favorabil din punctul de vedere al

am-1k =
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