5. FILTRE ADAPTIVE BAZATE PE MINIMIZAREA ERORII MEDII
PATRATICE

Teoria filtrarii optimale ofera solutia gasirii unui filtru optim, in sensul
obtinerii unei erori medii patratice minime, in conditiile unui mediu stationar
(semnalul de intrare si cel dorit sunt presupuse stationare cel putin in sens larg).
Dacda aceste conditii nu sunt indeplinite, ar trebui, teoretic, sd reeevaluam
aplicarea ecuatiei normale, la fiecare moment de timp. Dar nici aceasta varianta
nu este valabild, pentru ca ecuatia normala necesitd cunoasterea matricei de
autocorelatie R si a vectorului intercorelatiilor p. Acestea contin insa functii de
corelatie, deci medii statistice, a caror estimare este o problema dificild chiar si
in cazul unui mediu stationar. In fine, in cazul unui filtru adaptiv capabil si
opereze in timp real, prezintd importantd complexitatea aritmetica, iar aceasta
este relativ ridicata in cazul unor filtre de lungime mare.

5.1 Metoda pantei descendente maxime (SD- Steepest Descent)

Vom renunta la ideea gasirii coeficientilor optimi

w(n)=[wo(n).wy (n),-- wy _1(n)]

intr-un singur pas, folosind ecuatia normala, si vom adopta o solutie iterativa, prin
care sd ne apropiem cu un mic pas de solutia optimd in fiecare iteratie. Pentru
aceasta vom porni de la urmatoarea
Teorema
O functie f(z, z*): C*™ R are directia de variatie (crestere) maxima in punctul
(z,2") data de gradientul complex V.. {flz.z') .
Ca urmare, vom urmari in fiecare iteratie ajustarea coeficientilor cu un mic pas, in
sensul reducerii maxime a functiei cost, urmand etapele de mai jos:

1. - Se porneste de la o valoare initiald a coeficientilor W(O) (uzual
w(0)=0).

2. - Se evalueaza directia pantei maxime de crestere in jurul acestui punct pe
suprafata J(W). Aceasta este exprimata prin gradientul complex V_.(3(w)).

3. - Se reactualizeaza coeficientii printr-o deplasare pe directia pantei
descendente maxime. Aceasta este echivalent cu o deplasare pe directia opusa
gradientuluicuunpas ¢, peR.:



w(n+1)=w(n)- v . (I(w))
4. - Se reia procedeul din punctul 2.
Dupa cum s-a vazut,
Vv .(3(n))=-p+Rw(n)
deci ecuatia de reactualizare a coeficientilor este
w(n+1)=w(n)+z(p—Rw(n))
Avand in vedere relatiile
p—E(n)d"(n)} Rw(n)=ER(X" (Mw(n)} e(n)=d(n)-w"(nx(n),
Relatia de reactualizare mai poate fi scrisa

wi(n+2)=w(n) + (e ()

Analiza convergentei algoritmului.

Fiind un algoritm recursiv, se impune o analiza a convergentei, in sensul de a
vedea in ce masura, atunci cand n— oo, soulutia astfel obtinutd se apropie de aceea
data de fitrul optim. Vom aborda problema convergentei din doua puncte de vedere

o Analiza convergentei coeficientilor catre coeficientii optimi, deci
mésura in care w(n) —>w, cand n—oo.

o Analiza convergentei functiei cost, deci masura in care eroarea medie
patratica tinde catre J,;, cand n —oo.

Q"cn+1)=(1-xA )Q"c(n)
a. Analiza convergentei coeficientilor
Vom introduce vectorul eroare a coeficientilor, in raport cu valoarea optima,
datd de teoria filtrarii optimale,
c(n)=w(n)-w
Inlocuind in ecuatia de reactualizare,
c(n+1)=(1-uR)(n)
o(n+1)=(1-4QA Q" kn)
VVom introduce de asemenea vectorul eroare rotit,
v(n)=Q"c(n)=Q" (w(n)-w,)
Inmultind la stdnga cu Q" ecuatia recursivi obtinutd mai sus pentru vetorul eroare,
v(n+1)=(1-uA Jv(n)
Obtinem o ecuatie cu diferente finite pentru acest vector, cu conditiile initiale:
v(0)=Q" (w(0)-w,)
Ecuatia cu diferente finite poate fi exprimatd in forma scalara, avand in vedere
caracterul de matrice diagonala al expresiei (1—uA ), prin setul de relatii

Vi(n+1) = Q-4 M) k=12:-N

Rw, =p

0!

cu solutia



v, (n)= -4, )'v, (0)
Convergenta algoritmului impune ca Vi(n) sa tinda la 0 cand n—oo. Pentru aceasta
este necesar si suficient ca ratia progresiei geometrice respective sa fie de modul

subunitar:
- puA|<1 sau O<y<%, k=12,---N

evident indeplinita daca si numai daca

2
O<u<——
2 i

Dupa cum s-a vazut, o caracteristica importantd a unui filtru adaptiv este
viteza de convergenta, ceea ce 1n cazul de fatd reprezinta viteza cu care Vi(n) tinde
catre zero, sau cu care w,(n)—>w,,, k=1..,N.

Dupa cum s-a vazut, 4 eR, asa incat Vi (n) va descreste catre 0 fara oscilatii.
Distingem cazurile:

a) O<pud <1 sau O<ﬂ<}ti , lar ratia progresiei, 0<1-ud <1 asa incat Vi(n)
k

descresc uniform (figura a).
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Figura 5.1. Evolutia erorii coeficintilor, in cazurile a si b.
Se poate defini o constanta de timp, scriind
Y (n)=0- 22 ) (0)=e"" v (0),
De unde, logaritmand,
1

T, =— .
©In(-u)
Evident, cu cat constanta de timp este mai micd, cu atit convergenta este mai

e oA 1e 1« . . 1
rapidd. Acest lucru se intampla dacd u se apropie de valoarea limita, u zz Din

contra, o valoare foarte micda a pasului la implica o convergenta lenta.



b) -1<1-u4 <0 sau %<,u <% - v, (n) va fi reprezentat de un sir alternat,
avand in vedere ca ratia este negativa (fgura b),

I
In(u4, 1)

oA . - . 1 A - ..
Si in acest caz, viteza maximd se obtine pentru WZ’ scazand catre limita

Vi (n) =e " (_1)nd (O)’ =

superioara a intervalului.

C)1-u4 =0 = v (n)=0, n>1 - este o situatie limita, ce ar putea fi indeplinita

doar pentru o valoare a lui k.
Dintre cele trei cazuri prezentate mai sus, importanta practica prezintd cazul a, care

presupune alegerea pasului conform relatiei 0< < . Cazul b nu conduce la

Max

avantaje privind viteza de convergentd, dar prezintd un grad de risc, ca urmare a
apropierii de pragul de convergenta.

Relatiile obtinute mai sus pot fi exprimate intr-o forma unitara,
N/t N 1
Vi(n)=e S, Vk(0), Tk =—"—"—, Sk =S0n1—pA
() PO, = st )
Coeficientii wi(n) se pot exprima sub forma

w(n) = wo + Q(n) = wo + " qivi (n)
k=1

N N
wi () =i+ 3 vk O )" J= i + v O)sf e
k=1 k=1
Aceste formule conduc la urmatoarele concluzii

e Convergenta coeficientilor are loc dupa o suma ponderata de exponentiale.

e Se obtine viteza de convergentd maxima atunci cand iVy(0) sunt nuli, pentru
toti Kk, exceptand valoarea corespunzatoare Iui Ayax.

e Daca nu sunt precizate conditiile initiale, in cazul cel mai defavorabil, viteza
de convergenta este determinatd de Ay, pentru care se obtine constanta de
timp maxima. Ca urmare a celor ardtate mai sus, s presupunem o alegere a
pasului de forma

=T , 0O<r«1
Amax




w; (n) = Wi + % [qik\/k (0)(1_ r jk ]nJ

k=1 max

Termenul cel mai lent descrescator este acela care contine factorul

n
[1 pZmin imln j
ﬂmax

Acesta scade cu atat mai lent cu cat raportul Aya/Amin €Ste Mai mare, ceea ce se
intdmpla dacd matricea R este rau condifionata.

Analiza convergentei functiei cost
)=Elln)’
e(n)=d(n)—wH(n)X(n)=d(n) WS'( Wx(n)-c™ (n)x(n) eo(n) ¢ (n)x(n)
e (7" ()3 () x (k) - E{e S(0)}-
—E{e ()" } {cH<> s }+E{cH ()" (n)c( )

Avand in vedere ¢ C(n) este determinist, iar e, satisface pr1n01p1u1 ortogonalitatii,

I(n) =, +c (N)Re(n)
sau
J(n):‘]min+c ( )QAQ ( ) Jmin +V (n)AV(n)

sau scalar:

N N

3(M)=Imin + D AV (V)7 =T iy + D A (0= 22 V2" i (0)° =
k=1 N k=1
= ‘Jmin + Zﬂk e_zn/r" ‘Vk (O)‘Z
k=1

Curba obtinutd reprezentand J(n) este numitd curba de invatare a
algoritmului. Se constata ca indiferent de conditiile initiale vi(0), eroarea medie
patratica tinde catre Jni, daca este indeplinitd conditia de convergenta.

De exemplu, pentru

N=2 = J(n)-Jmin= /’lel()"’lzvg(n)
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Figura 5.2 Aspectul functiei cost(stanga) si a unor sectiuni cu plane de J=const

Intersectiile cu plane J=const sunt elipse cu semiaxele (Figura 5.2)

a:(un)ﬂ—ﬂammj“, b:(un)ﬁ—zamm]”

5.2 Algoritmul gradientului stohastic

In cazul metodei SD ajustarea coeficientilor se face pe baza gradientului erorii
medii patratice:

V(M)=-p+Rw(n) R=Ex(nx"(n); p=Epx(n)d"(n)
Mediile statistice in general nu sunt insd cunoscute. Se recurge la o estimare a
gradientului utilizand niste valori estimate pentru cele doud matrice renuntand la
operatiile de mediere statistica:

R(n)=x(nx" (n); p(n)=x(n)d"(n)
V(I (n)=-x(n)d"(n)+x(n)x" (nJw(n)=—x(n)e’(n)

w(n+1)=w(n)+ x(n)fd*(n)-x" (nw(n))
w(n+1)=w(n)+ ux(n)e”(n)




w(n+1) w(n)

Figura 5.3. Reprezentare sub forma de graf a algoritmului LMS

for n=012,---

y(n)=w" (n)x(n)
e(n)=d(n)-y(n)
w(n+1)= w(n)d+ wx(nke”(n)

Observatii

- Complexitate aritmeticd: 2N+1 Tnmulfiri si 2N adunari pentru fiecare
iteratie

- Avand in vedere criteriul de optimizare, se intalneste in limba engleza sub
denumirea Least Mean Square (LMS).

- Fiind calculat de fiecare data utilizand setul de esantioane X[n], ce au un
caracter aleator, fara a efectua o mediere, gradientul estimat va avea de asemenea
un caracter aleator.

- Inmultirile cu x[n] din schema algoritmului dau acestuia un caracter

neliniar.

Analiza convergentei

TIn principiu, vom aborda problema convergentei algoritmului din acelesi
doua puncte de vedere, convergenta coeficientilor si convergenta functiei de
transfer, ca ti in cazul algoritmului SD. Intervine insi o diferentd esentiald. In cazul
SD gradientul ce permitea reactualizarea coeficientilor avea un caracter determinist,
fiind media statistici a unor marimi presupuse stationare. In cazul LMS, dupa cum
S-a ardtat, ca urmare a renuntdrii la mediere, gradientul va avea un caracter



stohastic si la fel si coeficientii estimati la un moment dat si erorile acestora. Cu
reformularile de rigoare, cele doua abordari devin
- Convergenta in medie a coeficientilor. Va trebui testat in ce masura tinde valoarea
medie a vectorului w(n) citre W, atunci cand n — 0. In caz afirmativ, se zice ca
algoritmul este convergent in medie.

- Convergenta functiei cost. Va trebui testat in ce masurd tinde J(n) citre o
valoare finitd atunci cdnd n—> o0? In caz afirmativ se spune ci algoritmul este
convergent in medie patratica.

Caracterul aleatoriu a marimilor ce intra in discutie, face ca analiza sd fie
foarte dificild intr-un caz foarte general, fara a face unele ipoteze asupra marimilor
de intrare. Un set uzual de ipoteze e cunoscut in litertura sub denumirea de

Ipoteze de independenta:

- X(1),x(2),---,x(n) sunt statistic independenti.

- d(n) este statistic independent fata de d(1),..,d(n-1) si fata de
x(@),x(2),---,x(n-1).

- vectorul de intrare x(n) si d(n) formeaza impreuna un set de variabile

aleatoare gaussiene.

Desigur, aceste ipoteze sunt discutabile, dar ele usureazd analiza, iar
rezultatele obtinute sunt in general verificate in practici. In plus, pentru analiza
convergentei vom presupune procesele aleatoare X(n) si d(n) stationare si de medie
nuld. Ultima dintre ipoteze, asociatd cu aceea de medie nula pentru semnalele de
intrare implicd echivalenta dintre notiunile de ortogonalitate, necorelare si
independenta statisticd. Pornind de la aceste ipoteze si de la relatiile de
reactualizare a acoeficientilor,

w(n)=w(n—1)+mx(n—1"(n-1)

E{w" (n)x(n)j=0 si E{" (n)x(n)}=0
deci independenta vectorului eroare a coeficientilor fata de vectorul intrarii la orice
n.

rezulta

Datorita lipsei medierii in calculul gradientului apare un zgomot de gradient,

N(n),
V(3(n)=v(3(n))+N(n)
()= V(2 ()~ EV (I (1) =~ ()~ Efx(inle ()
Evident, este un vector de valoare medie nula.
E{N(n);=0

Analiza convergentei in medie a coeficientilor

Relatia de reactualizare a coeficientilor devine

w(n+1)=w(n)-£(V3(n)+N(n))=w(n)+ up — Rw(n))- £N(n)
sau, introducand vectorul eroare,



w, +c(n+1)=w, +¢(n)+ u(p - Rw, - Rc(n))—%yN(n)

oln+2)= (1 uR)e(n)— sN(n)
Inmultind la stanga cu Q"
v(n+1)=(1- A n) -2 4Q"N()
Efv(n+1)}= (1 - A )E{v(n)}

Avand 1in vedere analogia formald dintre aceastd ecuatie si1 cea
corespunzatoare in cazul algoritmului SD, concluziile trase acolo pentru vectorul
eroare a coeficientilor v(n)se pot transpune aici pentru media acestui vector,

E{v(n)}. Algoritmul LMS este deci convergent in medie daca:

O<u<

max
Observatie. Trebuie 1nsa retinuta diferenta esentiald intre convergenta coeficientilor in
cazul SD si LMS. In cazul SD, era o scidere monotoni a erorii coeficientilor, dupa o
suma de exponentiale, in timp ce In cazul LMS, media media acestei erori are aceasta

proprietate, in timp ce eroarea instantanee variazd aleatoriu in jurul acestei medii
(figura 5.4).

wi(0) || win)

A ALARE
n

Figura 5.4 Comparatie intre convergenta coeficientilor in algoritmul SD (curba
monotona) si in algoritmul LMS

Analiza convergentei functiei cost ( in medie pdtraticad)
Dupa cum s-a vazut in cazul SD, functia cost poate fi scrisa

3(0)= I min +EE™ (Mx(nxH (n)e(n)]

Dar,



unde

c(n)=Ef(ne" ()|
In deducerea relatiei de mai sus s-au avut in vedere urmitoarele considerente
Fie doi vectori u=[u,,---,uy [, v=[v,---v,] , atunci,

N
viu= tr{uvH }: >y
i=1

egalitate ce se aplica pentru v" =c"(n), u=x(n)x"(n)(n).

J(n)=Jmin +tr{RC(N)} = I pin +Jex ()
unde Jex(n) reprezinta o eroare in exces in raport cu filtrul optimal.
I(n)=Jpgin +tr {QAQH C(n)}: Jmin +1r {AQH c(n)Q }: Jmin +triAK(n) }
unde

K(n)=Ep(nwH I\En)}: oHcn)o
Jex (n)= __Zl/likii (n)

In raport cu filtrul optimal, apare deci o eroare medie pitratica suplimentara, sau in
exces, notatd cu Je, ce poate fi pusd pe seama zgomotului de gradient. Pentru
evaluarea sa sunt necesari termenii de pe diagonala principald a matricei K(n).

Jex(n)=Jex () + I ()

% HA
=2 —
Jex ()= Imin |_|1\]
1— Z/Ml
i—12~ HAi
Se defineste dezadaptarea (misadjustment) prin
% HA
M = Jex(0) _ iz12—HA

Imin - N
min 1- Z UA;
2 — 1

=1

Pentru u <<

maX

10



I|2

N N
N 1
g Z ﬂz Amed, uUnde Amped = N _Zii

Are in general o tendmta de scadere cu micsorarea pasului x, de crestere cu
ordinul filtrului N, si e proportional cu puterea medie a semnalului de intrare.
Componenta tranzitorie J,(n)—0 cand n— oo daca

O<u<
max z 12— :LM’I
Dacd 0 < i <<1 ambele conditii sunt indephmte daca
0 2
<H<—
2.4
j=1
N
> 4j=Nr(0), r(0)= E{x*(n —k)x(n - k)}: Py, k=01--,N-1
j=1

P, reprezinti puterea secventei X(n), deci o forma simplificati a conditiei de
convergenta este:

2
O<u< X M="—
KNP

Se poate introduce o constanta de timp medie:
1

2 pAmed
care caracterizeaza viteza de scadere a partii tranzitorii a erorii.

Se constati ca daca p este mic, constanta de timp e mare, conducand la o
adaptare lentd, dar dezadaptarea este mica.

Curba ce reprezinta functia cost, deci eroarea patraticd medie, este denumita si
curba de invatare (learning curve)

Tmed =

11



5.3. Metoda gradientului stohastic normalizat

oooooo

Poate fi privitd ca o problema de optimizare cu constrangeri. Ne propunem sa
determinam noile valori w(n+1) ale coeficientilor astfel incat sa se minimizeze
norma euclidiana a variatiei:
w(n+1)=w(n+1)—w(n)

cu conditia ca:

wH (n+1x(n)=d(n) (1)
deci noii coeficienti sa aiba acele valori care, cu un tact mai inainte, ar fi anulat
eroarea. Vom constitui functia cost reala:

3(n)=[dw(n+1)] + Re{}t[w“ (n+1)x(n)- d(n)]}
care isi atinge minimul odata cu H&N n-+ 1)” daca este indeplinité conditia (1)
J(n)= ( (n+1)- Xw n+1)-
[ﬂ( (n+1)x () d(n )) zx (n)Wn (n)]-
=W (n +1w(n+1)—w" (n+2Lw(n)- H(n)w(n +1)+W (n)w(n)+
2w (n+ D)+ A ()l +1))- 2 (e () + 2" ()

Pentru a gasi vectorul w(n+1) ce minimizeaza aceasta expresie vom aplica
metoda gradientului complex.

V( (n+1)w (n+1) w(n +1)
V(W (n+Lw(n)+w n+1) W(n
V(lWH(n+1)x( )+ AxH n+1)= 2x(n
Rezulta:

w(n+1)—w(n):—%/1x(n)

A se obtine punand conditia (1). Pentru aceasta se inmulteste la stanga ultima
relatie cu x"(n):

KM (w(n+2)-x" (w(n) == 2™ (x(n) = -~ ()

— 2[4 x" (w(n)=—— 2 e*(n)
op o

Noii coeficienti se vor calcula deci cu formula:

w(n+1)=w(n)+ x(n)e”*(n)

1
()

12



Se obisnuieste sa se introduca o scalare a pasului cu o constanta z , deci:

w(n+1)=w(n)+——x(n)e*(n)

2
x(n)
Poate fi echivalat cu algoritmul gradientului stohastic pentru:
u(n)=—~

[x(n)f
n care pasul este variabil.
Deoarece putem aproxima, in cazul unor filtre de lungime mare
[x(n)|* = No? = NP,
Conditia de convergenta dedusa pentru LMS conduce la:
O<u<?2

Evita prin normare amplificarea zgomotului gradientului, in expresia coeficientilor
w(n+1).
Apar in plus un numar de N inmultiri si N-1 adunari la calculul fiecarui coeficient, ca

urmare a necesitatii evaludrii lui Hx(n)ﬂz. Eventual

O = 5 o=k 02 o) o)

Pentru a elimina riscul unei eventuale impartiri prin zero (absenta a semnalului pe o
duratd de cel putin N tacte), formula de reactualizare utilizata este

w(n+1)=w(n)+—* x(n “(n); >
= o 0y 520

n care s-a introdus factorul de regularizare 5. Daca acesta este privit doar ca o
masurd de a elimina riscul impartirii prin zero, el poate avea o valoare pozitiva
mica, astfel Incat sa nu afecteze viteza de convergenta.

Observarii.

e Acecasta variantd a algoritmului LMS este mai mult folositd decéat cea
originala, in primul rind pentru ca nu necesitd o estimare apriori a puterii
semnalului de intrare pentru a putea alege valoarea pasului .

e Existd in acest caz doud grade de libertate in configurarea algoritmului,
reprezentate prin parametrii x si 5. Ei au in principiu actiuni contrare, avand

i
s +|x(n)f
apropiate de valoarea 1, conduc la o convergentd rapidd, dar si la o

in vedere ca pasul echivalent este  u(n)= . Valori mari pentru 7,

13



dezadaptare redusd. Efectul lui §este invers. O alegere corectd presupune
un compromis rezonabil intre cele doua criterii.

e Apare atunci ideea unui algoritm cu pas z variabil. Tntr-adevir, la pornirea
algoritmului, ar fi util un z mare pentru a avea o convergenta rapida. O
situatie simnilara apare cand se produce o schimbare bruscd a mediului.
Dupa intrarea in convergenta, valoarea lui z poate fi redusd, urmarind
reducerea erorii in exces.

e O abordare alternativa are in vedere optimizarea regularizarii.

Identificare de sistem-curba de invatare
05 L L L C L L L

min=0,3
miu=0,03 [

0.45 |

= |

0.25 [t h -

“’h |

0.15 - Wﬁ .

0.1r %“ -
. M

0.05

Il
5‘5
1

L A A .
o C r r r r r r r

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000

Figura 5.5 Evolutia functiei cost pentru doud valori ale pasului

e O problema caracteristica a algoritmilor te tip SD si a celor derivati din
acesta, este convergenta lentd in cazul unor semmnale rau conditionate, deci
a unor semnale de intrare puternic corelate.
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5.4 Metoda gradientului pentru structuri latice (GAL — Gradient
adaptive lattice)

Algoritmii LMS/NLMS prezentati pana aici presupuneau o realizare a fitrului
adaptiv cu raspuns finit la impuls in forma transversald. In aceastd sectiune se vor
prezenta algoritmii de functionare mai intai pentru un predictor in forma latice, iar
apoi, pentru un filtru adaptiv.

5.4.1 Predictor adaptiv Tn structura latice

Datorita structurii modulare, problema se rerzolva separat, pentru fiecare celula
in parte. Vom considera deci o celula, m din structura filtrului erorii de predictie
(figura 5.6), pentru care singurul parametru ce trebuie reglat este coeficientul de
reflexie k, . Deoarece filtrul furnizeza ambele erori de predictie, in constituirea
functiei cost se poate porni de la eroarea de predictie directa, inversa, sau compusa (0
forma care si le includd pe améandoud). In cele ce urmeazi ne vom propune si
determinam Kk, asa incat sa fie minimizatd eroarea medie patratica de predictie, in
forma compusa,

o (N
el (n) - en(n)

m
Km

o—] Z_l > \lj o

b

em(n)
en_1(n) "

Figura 5.6 Celula latice
J,(n)= E{enf1 (n)‘2 + ‘e,?](nf}
Abordarea SD-GAL
Conform metodei gradientului, va trebui luat k,(n+1),

kn(n+2) =Ky ()= 22,V (3 (1))
unde s-a notat simplificat v, (3,(n))=v,.(3,(n)) gradientul complex (derivata) in

raport cu k’(n):
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Folosind relatiile de recuren‘;ﬁ
en(n)=eq.(n)+ken,(n-1)
m " m~m (2)
b (n)=Kee! () +eb,(n-1)

m-1
k =k +jk'

Vel )3 i - -2 -
v, (en(n)= 1(@3 Jij(krﬂk k5 (n-1)=0
Ve 3 i o ke )=

Ve )3 iz o

deci expresia gradientului este

Vo (3(n))=Efeh (n)ers(1—2) + € (ke ())
k(N +1)= ko, (1) 42, Ede (e s (1-2) + e (n)es 4 (n)]

sau utilizand relatiile de recurentd (2)

411 -, Ele 12+ 0 |20, 2L (0-1)

Conditia de stabilitate este:

Rezulta:

‘1— 1 E{egl(n —112 + ‘ean(n)‘2 J <1

Deci
2

E{e,';fl(n —1)12 + ‘enﬁfl(nf}
Abordarea LMS-GAL
Cum insd mediile statistice nu sunt in general cunoscute, se preferd de obicei
utilizarea gradientului stohastic, renuntand la operatiile de mediere:
k(N +2) = Ky (1) = 21, (e (e, (N —=2)+ €57 (e, ()
Se poate utiliza un algoritm normalizat, normand incrementul la energia erorii de
predictie compusa, corespunzatoare intrarilor celulei m:

O<p, <

1
m =m0 = )
2 2
win-10)= 3 8+ 638
Wy 1(0-2)sfe g ) +[eby(n-1f
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Uneori se introduce un parametru 0<[3<1, care permite alocarea unor ponderi
diferite pentru esantioanele precedente si cele actuale:

W 201~ Py 200+ {50 48501

In general se obtine o convergentd mai rapida utilizand structuri latice decat
structuri transversale.

Suprafetele J(n) sunt patratice in coeficientii de reflexie, avand un minim, dar
sectiunile cu J=const. nu mai sunt in general elipse. Trebuie remarcat cd fiecare
coeficient ki, se evalueaza independent urmarind minimizarea lui Jy(n).

5.4.1 Filtre adaptive in structura latice
Algoritmul precedent permitea obtinerea unui predictor. Pentru a realiza un filtru
adaptiv care sa estimeze un semnal dorit, structura latice a predictorului se
completeaza cu o structura in scard (figura 5.7).

¢ f
el (n) e, (n) e, (n) en (M)
X(n) o Ommmmmmm e 0 —o0
e, R, |,
eg (n) e (n) em ) en ()
ho(n) hi (n) hz(n) hy (n)
(N N 7 N
Figura 5.7 Filtru adaptiv in structura latice y(n)

In partea superioari a schemei se observa un predictor lattice, al cirui rol este de a
furniza semnale decorelate e’(n), i=0,---,N pentru structura in scard. Structura in

scard efectueazd o insumare ponderatd a acestora, cu ponderile h'(n), i=0,---,N

astfel reglate incat iesirea sa estimeze cat mai corect un semnal dorit d(n). Cu
notatiile
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eroarea poate fi exprimata prin
e(n)=d(n)-y(n)=d(n)-h" (nkex (n)

Coeficientii k; se calculeaza cu algoritmul GAL, iar h; din conditia minimizarii

functiei cost
2|
3(n)=E{e(n)’|
Conform ecuatiei Wiener-Hopf, coeficientii optimi sunt dati de

Reho = red

A R, =R B0}y =ER (0 ()
In cazul coeficientilor k; optimi, iesirile laticei sunt ortogonale,
r=l

0,
E{es<n>er*<n>}{Egesmszp, =)

unde

r

Demonstratie

deci

E{er<n)er*<n>}=E{icr,kx<n—k>er*<n>}=icr,kE{x<n—k>er*<n>}

k=0 k=0
Dar, conform ortogonalitatii
E{x(n—k)e(n)}=0, k=0,---,1-1
Rezulta ca
Efe?(n)e™ (n)}=0 pentru r <.
In mod asemanitor, exprimand

STUSHICEN

se deduce egalitatea cu O pentru | <r . Rezulta ca
R, =diag{R, B, R}

= ERS( ()

k

Pentru un algoritm recursiv, recurgem la metoda gradientului. Tn varianta SD:
h(n+1)=h(n)-v,.J(n)
V,.(3(n))=-r, +R.h(n)=
=— E{eﬁ, (n)d *(n)}+ E{e?q (n)ed (n)}h(n)
Cum valorile medii nu sunt in general cunoscute, aplicaim metoda gradientului
stohastic (LMS),

V,,-(3(n) =k (n)d"(n)+ex (e (Mh(n) =t (ke (n)
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rezultand ecuatia de reactulizare a ponderilor
h(n+1)=h(n)+ & (n)e}, (n)

e(; (n) 61]c (n) ezf (n) elltj (n)
X() o O-mmmmmmmmmoaes 0 — o
o4 Ky K Ky
el (n) er (n) : | sm O en (1)
d (n) ~ho() —h(n) —hy(n) —hy (n)
D (N N 7 o

e(n)

Figura 5.8 Filtru adaptiv in structura latice, care genereaza eroarea de estimare

Avantajul principal al acestor algoritmi este acela ca datorita operatiei de
decorelare efectuata de structura latice, convergentd mai rapida, in cazul unor date

de intrare puternic corelate.
In figura 5.8 este datd o varianta de schema care genereaza eroroarea de estimare.
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