Probleme AA
Setul 2

1. Un semnal real, aleator, s(n) este perturbat de un zgomot alb necorelat cu semnalul, w(n).
x(n)=s(n)+w(n)
Se cunosc:
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Calculati filtrul optim care estimeaza s(n) pe baza observatiilor x(n), x(n—1), x(n—2) si evaluati
eroarea medie patratica.

Discutie in functie de parametrii a, b, « . Aplicatie numerica: a=2, b=4, a =0,8.
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2. Un semnal real, aleator, s(n) este perturbat de un zgomot alb necorelat cu semnalul, w(n).
x(n)=s(n)+w(n)

Se cunosc:
2
r(m=aa", acfol],  a>0, =T
Calculati filtrul optim care estimeazid s(n+m), m >0 pe baza observatiilor x(n), x(n-1),

x(n—2) sievaluati eroarea medie patratica.
Discutie in functie de parametrii m, a, b, « . Aplicatie numerica: a =10, b=5, a =0,3.

3. Un proces aleator poate fi descris prin relatia:
x(n)=a-x(n—1)+w(n)
unde w(n) este un zgomot alb, cu varianta ¢ . Calculati matricea de autocorelatie de ordinul .
Demonstrati ca pentru orice ordin N >1, coeficientii filtrului predictor optim sunt:
w, =[a,0,...0]"

$i eroarea medie patraticd este o_.

4. Determinati filtrele erorii de predictie in sens direct, de ordinele 1 si 2 §i varianta erorii de
predictie pentru un proces aleator avand:

r(0)=3, r,()=2, r.(2)=1, r,(I)=0 pentru [I|>2

5. Determinati filtrele erorii de predictie in sens invers, de ordinele 1 si 2 si varianta erorii de
predictie pentru un proces aleator avand:

r(0)=3, r,()=2, r.(2)=1, r,(/)=0 pentru [I|>2

6. Determinati filtrele erorii de predictie in sens direct, de ordinele 1 si 2 si varianta erorii de
predictie pentru un proces aleator avand:

r()=2-(08)"

7. Se doreste estimarea unui semnal aleator s(n) utilizdnd un filtru RFI cu N=2.
Observatiile sunt de forma:
x(n)=s(n)—s(n—1)+w(n)



unde w(n) este un zgomot alb cu varianta o) =10, independent de semnalul s(n). Semnalul se

|

caracterizeaza prin 7, (n) = 6- (0,8)‘ .
Determinati structura filtrului optim si eroarea medie patratica.

8. Determinati expresiile coeficientilor filtrelor erorii de predictie directda i inversa si a
variantei erorii, pentru N =2, in functie de r_ (k) =r(k).

9. Determinati relatiile de calcul pentru a,,, i =0,...,3, in functie de coeficientii k,, i =1,...,3

si P,.

10. Fie un proces stationar in sens larg avand:
r0)=1, r(1)=0,8, r(2)=0,6, r(3)=0,4.
(a) Utilizand algoritmul Levinson-Durbin evaluati coeficientii &, k,, k;.
(b) Desenati un filtru predictor in structura latice.

(©) Evaluati puterile medii ale erorilor de predictie la iesirile fiecarei celule. Reprezentati-le
intr-un grafic in functie de ordinul celulei.

11. Demonstrati cd A _ , definit prin

m-172

.
A =r.a

m-1 m—-1

poate fi calculat cu:

A, = Ele (1=1)- ¢ (m)}
unde e/ (n) reprezinti rispunsul filtrului erorii de predictie directd de ordinul m—1, pentru
secventa de intrare x(n),...,x(n—m+1), iar e’ (n—1) este raspunsul filtrului de predictie inversa,
de ordin m —1, la secventa x(n—1),...,x(n—m).

12. Fie x(n) un proces stationar descris prin
x(n)=0,9-x(n-1)+w(n)
unde w(n) reprezinta un zgomot alb de valoare medie nula si variantd 1, necorelat cu x(n).

Determinati coeficientii filtrelor erorilor de predictie atat in forma transversald cit si in structura
latice.

13. Urmaérind acelasi procedeu cu cel folosit pentru deducerea algoritmului Levinson-Durbin
pentru predictie directd, deduceti un algoritm asemanator pentru predictie inversa.

Indicatie: se va porni de la:
" 0 . la
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a 0

14. Fie un proces stationar in sens larg descris prin
x(n)=x(n-1)-0,5-x(n—2)+w(n)
unde w(n) este un zgomot alb de valoare medie nuld si varianta 0,5, necorelat cu semnalul x(n).
(Atentie! Esantionul x(n) depinde de w(n)).
(a) Calculati puterea medie a Iui x(n) .
(b) Calculati coeficientii de reflexie k; si k,.
(©) Calculati puterile erorilor de predictie P, si P, .



15.

16.

Demonstrati relatia:
e:z (n) = e:z—l (n—-1)+ k:zen];—l (n)

Utilizand mediul MATLAB precizati care dintre functiile de sistem de mai jos corespund
unor filtre ale erorii de predictie directd sau inversd. Pentru cazurile unde raspunsul este
afirmativ, calculati si desenati schema unui filtru care genereaza ambele erori de predictie.

H\(z)=1-0,66z""-0,5367z" +1,2305z " — 1,1207z"* +0,2529z° +0,9080z ° — 0,6z
H,(z)=-16667 +11z" +0,8945z7 —2,0508z" +1,8678z " —0,4215z° —1,5133z° + 2"
H,(z)=0,2857-0,3841z"' —0,4434z +0,8429z° —0,5995z™* —0,2730z° + 2
H,(z)=1+0,7z"+0,9z7 + 11z +0,9z7* + 0,727 +z™°

17.

18.

19.

20.

Utilizdnd mediul MATLAB precizati care dintre functiile de sistem de mai jos corespund
unor filtre ale erorii de predictie directd sau inversd. Pentru cazurile unde raspunsul este
afirmativ, calculati si desenati schema unui filtru care genereaza ambele erori de predictie.

H/(z)=1-2z"+1,71z>-1,71z" + 0,105z

H,(z)=0,0905-0,6606z" +1,8 14527 -2,2104z" + z*

H,(z)=2,1978 - 6,5934z"' +7,494527 - 4,1978z7 + z*

H,(z)=1- 3z 43,4127 -1,91z + 0,455z

Utilizand mediul MATLAB precizati care dintre functiile de sistem de mai jos corespund

unor filtre ale erorii de predictie directd sau inversd. Pentru cazurile unde raspunsul este
afirmativ, calculati si desenati schema unui filtru care genereaza ambele erori de predictie.

H (z)=1-2,4z"+2,527-1,03z" +0,2264z"* - 0,0186z"
H,(z)=1-3,2z""+3,852"-2,1927 +0,5864z™ —0,0557z"
H,(z)=-0,0186+0,2264z" —1,03z7> +2,5z° - 2,4z + 27
H,(z)=-0,0557+0,5864z"' 2,192 +3,85z° =3,2z" + 2~

Utilizdnd mediul MATLAB precizati care dintre functiile de sistem de mai jos corespund
unor filtre ale erorii de predictie directd sau inversd. Pentru cazurile unde raspunsul este
afirmativ, calculati si desenati schema unui filtru care genereaza ambele erori de predictie.

H (z)=1-2z"+1,71z"-1,71z" + 0,105z

H,(z)=-1,6667 +1,1z"" +0,894527 —2,0508z " +1,8678z " —0,4215z° —1,51332z° + z”’
H,(z)=-0,0186 +0,2264z7"' =1,03z7 +2,5z7 - 2,4z + 27

H,(z)=1- 2,4z +2,527 1,032 +0,2264z* —0,0186z"

Scrieti un program in MATLAB care, avand drept date de intrare vectorul de autocorelatie si

ordinul N, sd genereze coeficientii filtrelor erorii de predictie, atat in forma transversala cat
si latice, precum si puterile erorilor de predictie, utilizand algoritmul Levinson-Durbin.

Evaluati numarul de operatii (inmultiri si adunari) in functie de N. Examinati resursele mediului
MATLAB 1n acest domeniu.

Testati programul realizat, comparand rezultatele cu cele obtinute prin scrierea ecuatiilor Wiener-
Hopf in forma extinsa si rezolvarea sistemului respectiv. Ca date de test, se va genera o secventa de
autocorelatie pentru un proces stationar in sens larg, cu valoare medie nuld si varianta 1, iar

r..(k)=0,5"s(k), unde s(k) este o secventd aleatoare, cu distributie uniforma intre [-1,1].



21. Scrieti un program in MATLAB pentru trecerea de la forma transversala a filtrului erorii de
predictie Tnainte la forma latice. La fel pentru predictie inapoi. Aplicati-l pentru functiile
adecvate de la exercitiul 18. Examinati resursele MATLAB in acest domeniu.

22. Scrieti un program in MATLAB pentru trecerea de la forma latice la forma transversald a
filtrului erorii de predictie inainte §i inapoi. Verificati, aplicandu-l pentru cazul k;=0,8,
k>=0,4, k3=0,2. Examinati resursele MATLAB in acest sens.

23. Fie procesul aleator stationar definit prin:
r_(k)=5(k)+0,9" cos(kxz /4)
Calculati predictorii de ordinul doi cu 1, 2, 3, 4 pasi si puterile erorilor de predictie corespunzatoare.
Comentati rezultatul.

24. Fie x(n) un proces aleator stationar definit prin:
x(n)=4w(n)-2wn—-1)+w(n-2)
unde w(n) este un zgomot alb cu puterea medie P. Calculati si desenati schema unor filtre de
diferite ordine care genereaza o predictie pentru x(7n +1) si evaluati erorile de predictie.

25. Fie x(n) un proces aleator stationar definit prin:
x(n)=2w(n)—wn-1)+w(n-2)
unde w(n) este un zgomot alb cu puterea medie P. Calculati si desenati schema unor filtre de
diferite ordine care genereaza o predictie pentru x(n+2) si evaluati erorile de predictie.

26. Fie x(n) un proces aleator stationar definit prin:
x(n)=4w(n)-2wn—-1)+w(n-2)
unde w(n) este un zgomot alb cu puterea medie P. Calculati si desenati schema unor filtre de
diferite ordine care genereaza o predictie pentru x(n + 3) si evaluati erorile de predictie.

27. Fie x(n) un proces aleator stationar definit prin:
x(n)=2w(n)—wn-1)+wn-2)
unde w(n) este un zgomot alb cu puterea medie P. Calculati si desenati schema unor filtre care

genereaza o predictie de ordinul 3 pentru x(n+1), x(n+2) si x(n+3)si evaluati erorile de
predictie.

28. Demonstrati ca

E{ef(n)ezb*(n)}:{la =P.r=1

29. Demonstrati ca

Efe! (n+r)el" (n+1) :{

30. Demonstrati ca
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E{ef (n)e”*(n—l)} =—k P

r r r+l7r
Indicatie: vezi algoritmul Levinson-Durbin.

31. Demonstrati ca
E{e'f (n)e/” (n)} =max{P,P}

32. Pentru un filtru adaptiv bazat pe metoda pantei descendente maxime, se cunosc:
1 05
R=
os )
(05
P=0.25

e Pentru ce valori ale parametrului x algoritmul SD este convergent?
e Alegand o valoare in acest domeniu, determinati relatiile de calcul pentru w,(n) si w,(n)
e Studiati efectul variatiei lui x asupra traiectoriei Iui w(n).
33. Formulati o metoda de gradient daca functia cost este J(n) = |e(n)|2 .
34. Fie un proces aleator stationar in sens larg avand:
r0)=1, r1)=0.8, r(2)=0,6, r(3)=0,4, r(i)=0, pentru i>3.

Deduceti elementele filtrului erorii de predictie in structurd latice utilizand algoritmul Schur.

Transformati apoi acest filtru in structurd transversala.
3S. Fie un proces aleator stationar in sens larg avand:

r0)=1, r(1)=05, #(2)=0,5 r3)=0,25.

a) Calculati elementele filtrului erorii de predictie si a filtrului predictor in structura transversala
utilizand algoritmul Levinson-Durbin.

b) Aceleasi chestiuni, in structura latice.

c) Aceleasi chestiuni ca la punctul b), dar cu algoritmul Schur.

36. (MATLAB) Un proces autoregresiv este descris prin:
x(n)+a, - x(n—1)=v(n)

unde v(n) este un zgomot alb cu valoare medie nula si varianta o’ . Fie urmatoarele setori de valori

pentru parametrii a, $i o :

o g =-01 o-f =0,99
o 4,=-05 oc’=075
® g =-08152; o’=0,3305
® g =-09802; ¢’ =0,0392

Procesul este aplicat unui predictor de ordinul 2, bazat pe metoda pantei descendente maxime (SD).

a) Calculati in fiecare caz valorile admisibile pentru 4 .

b) Construiti curbele eroare medie patratica constanta in functie de v,(n) si v,(n), pentru seturile de
parametrii date mai sus. Pentru aceasta suprapuneti traiectoriile descrise prin modificarea
coeficientilor, cu n, presupunand x =0,3 si conditii initiale nule.

¢) Repetati punctul b) in functie de w,(n) si w,(n).

d) Reprezentati curbele de invatare, J(n), 1In toate cele patru cazuri, pentru:
14 =002, z=005 u=0_2.Discutie.

37. (MATLAB) Un proces autoregresiv de ordinul 2 este descris prin:

x(n)+a, -x(n=1)+a, -x(n—2) =v(n)



unde v(n) este un zgomot alb cu valoare medie nula si varianta o .
Fie urmatorul set de valori:
e 4, =-010025 a,=0,0025 o=099
® 4 =-05359; a,=-0,0718; o =0,7461
e g, =-1,0390; a,=02699; o =03065
® 4 =-1,6364 a,=0,6694; c>=0,0216
Procesul este aplicat unui predictor liniar de ordinul 2. Efectuati punctele a-d de la problema 36, in

acest caz.
38. Fie functia de cost:

J(n) =le(n)|” +e|wmn)|’
cu o constanti. In algoritmul “leaky LMS” aceastd functie de cost este minimizati in raport cu
coeficientii w(n).
a) Aratati ca ecuatia de reactualizare a coeficientilor este de forma:
w(n+1)=(1- pa)wn)+ u-x(n)-e (n)

2
v
2
v

unde 0<a<—— |
1—p
b) Acceptand ipotezele de independenta, aratati ca:
lim E{w(n)} = (R+al)'p

Deduceti conditiile de convergenta in medie.

39. (MATLAB) Fie un proces autoregresiv x(n) de ordinul 1:
x(n)+a, - x(n—1)=v(n)
unde v(n) este un zgomot alb cu valoare medie nula si varianta o’ . Parametrii ¢, §i o sunt:
o 4, =-08182 o =03305
® g =-09802; o’ =0,0392

Acesta este aplicat unui predictor de ordinul 2, lucrand pe baza algoritmului gradientului stochastic

(LMS).

a) Stabiliti domeniul valorilor lui x# pentru convergenta in medie.

b) Stabiliti domeniul valorilor lui # pentru convergenta in medie patratica.

c) Generati 256 esantioane ale procesului x(n). Pentru =005 si «=0,005 trasati curbele de
invatare J(n) ale algoritmului, mediind pe 200 de rulari independente ale experimentului.
Estimati valorile dezadaptarii, ficind o mediere pe ultimile 200 de iteratii ale curbelor mediate
pe ansamblu. Comparati cu valorile teoretice.

d) Estimati valorile medii ale lui w, () $i w,(e0) (mediind pe 200 de rulari independente, ultimile
valori ale lui w,(n) si w,(n)). Comparati cu rezultatele teoretice. Discutie.

e) Estimati valoarea dezadaptarii si comparati cu valoarea teoretica.

40. (MATLAB) Fie un proces autoregresiv de ordinul 2, cu:
o 4,=-0]; a,=-08; ¢’ =027
® 4 =-01636 a,=-08 oc’=0,119
® 4 =-019; a,=-08; o’ =00111
Acesta este aplicat unui predictor adaptiv de ordinul 2, lucrand pe baza algoritmului LMS. Efectuati
toate cerintele de la problema precedenta.
41. (MATLAB) Algoritmul “clipped” LMS, pentru date reale se defineste prin:
wn+1)=w(n)+ py-e(n)- sign{x(n)}
Procesul autoregresiv de la problema 40 este aplicat unui predictor de ordinul 2, lucrand pe baza
algoritmului “clipped” LMS. Efectuati toate cerintele de la problema 39.



42. Demonstrati ca setul de coeficienti w(n) care minimizeaza functia cost

n
= Z/l"_i| e(i) 2
i=1

unde

verificd ecuatia normala

unde

Zﬂnl )XH
Z}“nl

43. Demostrati ca pentru un process aleatorlu stationar,

®(n)=k) A""x(i)x" (i)
i=1
reprezintd un estimator in general deplasat al matricei de autocoelatie. Calculati £, astfel incat
estimatorul sa fie
- asimptotic nedeplasat
- nedeplasat
44. Demostrati ca pentru un process aleatoriu stationar,
0(n)=> 2'x(i)d" (i)
i=1
reprezintd un estimator in general deplasat al vectorului corelatiilor dintre semnalul de intrare si
semnalul dorit. Calculati , astfel incat estimatorul sa fie
- asimptotic nedeplasat
- nedeplasat.
45. Demonstrati ca

() = > A (i)x" (i)

i=1
este o matrice hermitica si pozitiv semidefinita.
46. Demonstrati ca in conditiile de la problema 42, relatiile de ortogonalitate capata forma

IO
2y, (eni) =0

i=1
47. Demonstrati ca in conditiile de la problema 42, in cazul utilizarii coeficientilor optimi,
J min (”) =E, (”)_ Ey (n)
unde

Zﬂn lld
Z}Ln llyo



