4. RESTRICTII DE UNILATERALITATE.
TRANSFORMATE HILBERT

4.1 Restrictii in domeniul frecventa pentru
secvente reale cauzale

= Fie o secventa reala cauzala, in sensul ca:

x(n)=0, pentru n<0

m Ce constrangeri deriva din aceasta restrictie pentru
transformata Fourier in timp discret x (e/)?

= Partea para x,(n) si partea impard, x,(n)

¥(n)=x, (n) +x,(n)




4.1 Restrictii in domeniul frecventa pentru
secvente reale cauzale

X (n) = %(x(n) bx(-m)  x(n)= %(x(n) —x(-m)
4 x(n) 4 x(-n)
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4.1 Restrictii in domeniul frecventa pentru
secvente reale cauzale

= Din conditia de unilateralitate:

2x (n),n>0
b ) 2x,(n),n>0
= = Sau. X\n)=
x(n)=4x,(n),n=0 0.1<0
0,n<0
2,n>0
m Introducem functia:  s(n)=<Ln=0
0,n<0
asa Incat x(n)=s(n)x,(n)

5i x(n)=s(n)x (n)+x(0)5(n)




4.1 Restrictii in domeniul frecventa pentru
secvente reale cauzale

2,n>0
2 1+z7!
s(n)=1Ln=0  S(z)=Z{2u(n)-5(n)}=——-1=—"—
1-z 1-z
0,n<0
m Notand:

X(2)=Zix(n)j; X, (2)=Zix,(n);; X, (2)=Zix,(n)]

avem
X(2)=(5*X,)(2)
X(2)=(S*X,)(2) +x(0)

4.1 Restrictii in domeniul frecventa pentru
secvente reale cauzale

X(2)=(§*X,)(2)
X(z)=(S*X,)(z)+x(0)
Rezulta:

zZ4+vy dv

zZ—VvV Vv

1 !
X(z):;j?Xp(v)S(vj dv_—cﬁX )
unde C={veC| |v|=1}

z+vdv

X(z)=—o cﬁ X,(v) +x(0)




4.1 Restrictii in domeniul frecventa pentru
secvente reale cauzale

m Presupunem x(n) absolut sumabil = exista
transformata Fourier (TFTD) si cercul |z[=1 se afla
in domeniul de olomorfie al functie1 H(z).

seel® X(ejw) =X, (ejw) +JX, (ejw)
m x(n) este o secventd reald =

X,(e’”)=TFTD{x,(n)} = X (/")
jXI (ejw) = TFTD{xi(n)} = Xi(ejw)

4.1 Restrictii in domeniul frecventa pentru
secvente reale cauzale

= Integralele se efectueaza pe cercul unitar,

X(z)-—(j)X (v 2[>1
Z—V v
X(z)_—chX(v)”"d" +x(0), |2[>1

m Pe C, v=¢iv si vom exprima z sub forma z=rei®

X(re’®) = j X (") ”em +§19 40,  r>1
—1+2jrsin(d — a))
r* +1-2rcos(6 — a))

Xy o)+ X, o) = xS
27 ¢




4.1 Restrictii in domeniul frecventa pentru
secvente reale cauzale
= Rezulta:

2rsin(0 — w)
7> +1-2rcos(6 — w)

Xl(rejw):LJ‘XR(ejg) do,r >1
2

= Relatia de mai sus permite calculul partii
imaginare a transformatei Z in exteriorul cercului
unitar, in functie de partea reala, evaluata pe cercul
unitar.

m Procedand la fel cu cea de-a doua ecuatie, se obtine:

2rsin(6d — w)
7> +1-2rcos( — w)

XR(re’“’)=—in,(e"9) dO+x(0), r>1

4.1 Restrictii in domeniul frecventa pentru
secvente reale cauzale
2rsin(f — o) sin(@ — w) 0-w

lim— = =clg
r>lp” +1-2rcos(0—w) 1-cos(f0-w) 2

m care tinde catre oo atunci cand 8—w, asa incat
integralele vor trebui calculate in sensul de valori
principale:

X, (") = iV.P..T X, (e” )ctge_Ta)dH

-7

X, (") = —i V.P. j X, (e” )ctge_Twa’H +x(0)

-




4.1 Restrictii in domeniul frecventa pentru
secvente reale cauzale

= Se defineste transformata Hilbert pentru o functie
periodica de perioada 27 (transformata Hilbert in
domeniul frecventd) prin:

H{f (@) =V.P.[ f(0) ctgH_T”de

m sirezultd ca pentru o secventa cauzala:

X, (e") = iHF (X, }(0)

X, (&) :—iHF (X, (@) + x(0)

4.2 Restrictii in domeniul timp pentru semnale
unilaterale in domeniul frecventa

= Conditia de unilateralitate in frecventa:
X(”)=0 pentru -7<w<0

= Ne propunem sa vedem ce efecte are aceasta
restrictie asupra secventei x(n).

= x(n) nu poate fi reald, pentru ca altfel ar trebui ca
X(e/)=X"(e)
x(n) = Xr (n)+ JX; (n), {XR (n)} C R, {XI (n)}cR

m Se spune ca x(n) este semnalul analitic asociat
oricareia din secventele reale x4(n) sau x/(n)




4.2 Restrictii in domeniul timp pentru semnale
unilaterale in domeniul frecventa

TFTD {x(n)} = TFTD{x,(n)}+ jTFTD{x,(n)} =
=X, (e)+ jX (e)
= Notam:

X (e’)=TFTD {xR (n)} =TFTD {%(x(n) + x*(n))}

X .(¢’”) = TFTD{x,(n)} = TFTD {L.(x(n) - x*(n))}
2j

= Deci:
X (") = %[X(ej“’) + X' ()]

(e = X (@)X ()]

4.2 Restrictii in domeniul timp pentru semnale
unilaterale in domeniul frecventa

m Atat X (¢/”) cat si X,(e’) sunt transformate ale
unor secvente reale, astfel incat
X, () =X"(e’")
X, () =X"(e’")

| ( jo <
X(e) = 2X ('), O<w<rx
k 0, —7<w<0
| [ 2iX (e <
X(e™) = 2jX;(e”), 0<w<rx
\ 0, —r7<w<0




4.2 Restrictii in domeniul timp pentru semnale
unilaterale in domeniul frecventa

{ = Conditia de unilateralitate =

X (e’)+ jX,(e’)=0 pentru. —7<w<0

X ()= —jXr(eff’), O<w<r
JjX,. (), —m<w<0
= Sau X (e’)=H, () X, (")

-j, 0<w<rx

Jj, —7<w<0

unde H,(e'") ={

este transformatorul Hilbert ideal.

{ 4.2 Restrictii in domeniul timp pentru semnale
. unilaterale in domeniul frecventa




Transformatorul Hilbert ideal

9] jz 1]
T 0w Hne=e i)
HH(ej )=1 .

j, —7<w<0

H, (') =-signo, w €|-7, 7]
= Functia de pondere a transformatorului Hilbert

V4 . 0 .
hﬁ,(n)zL H, ()™ dw = [emdw—[e™daw
27 7 2 2 27y,

j l_e—jnﬁ ] ejl’lﬂ _1 _z_ejnﬂ _e—jnir

2r jn 27 jn 2nrw
: T
l-cosnzr 2 sin’(n~)
h,(n)= ————=—- pentru n#0
niw T n
h,(0)=0

hH(”)
t 2
072'
2
RY/4 i
|
° = ° |
-3]-2-10 1 2 3 4 5 »n
2
37 5 7 sinz(n%)
_; hH(n)ﬂ;.T’ n+0
0 , n=>0




Transformatorul Hilbert ideal

m Observatii:
— Functia de pondere este, cum era de asteptat, o
functie impara.
— Filtrul obtinut este necauzal.
— Modulul s1 argumentul functiei de transfer:

p|H () p arg{H, (")}
r
: O 2 ©®
1 L > >
- T T
)

Transformatorul Hilbert ideal

— Se constata imediat ca.
jo
Xr(ej“’) — M — _HH (efw).)(i(efw)
H, (')

— Rezulta in domeniul timp.

x,(n) = i Xp(m)-h,(n—m)=H, {xR (n)}

m=—0

o0

Xp(n)=— Z x,(m)-h,(n—m)=-H, {x] (n)}

unde s-a notat cu H operatorul transformator
Hilbert in domeniul timp

H, {}=(*h, (n))




4.3 Generarea unui semnal BLU

Sh
T

m Este utila introducerea unui semnal analitic in
banda de baza.

m Semnalul modulator real xy(n) de frecventa
maxima m,,

m Semnal analitic asociat
x(n) =x,(n)+ jx,(n) ; x,(n) = H{xR (n)}

X(”)=0 pentru. —r<w<0

4.3 Generarea unui semnal BLU
m Semnalul modulat
s(n) = x(n)e’™" = s,(n)+ js,(n)

unde o, este frecventa purtatoare.

= In domeniul frecventa
S(e’”)=X(e"“™™)
S.(¢’”)=TFTD{s,(n)} = %(S(ej“’) +8" (7))

78, (") = JTRTD s, (m)} = (S(e") =" ()




I BLU

4.3 Generarea unui semna
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4.3 Generarea unui semnal BLU




/ 4.3 Generarea unui semnal BLU

m Dacad @, + @, <7, S(e’”) este tot un spectru de
suport unilateral, deci

Si(e")=H, (") S (")
m sp(n) este tocmai semnalul BLU cautat.
m Semnalul complex poate se mai poate scrie
x(n) = A(n)e’*™

m sau partea reala si cea imaginard (componentele in
cuadratura)

Xp(n) = A(n)cos®(n) x;(n) = A(n)sin ®(n)

4.3 Generarea unui semnal BLU

A(m) = (xz () + 7 (n)); D(n) = arctg%

= Semnalul modulat complex va fi
S(n) — A(n) o/ (@ ®(m)

= 1ar partea sa realad este semnalul cautat

X, (1) | %os nw, E;I-_’SR (n)

x,(n) T smnnw,




Demodulatorul BLLU

s,(n) = A(n)sin(@,n + ®(n)) = x,(n)sin nw, + x, (n) cos nw,

s, (n)cosnm, +s,(n)sinnw, = x, (n)(sin2 nw, +cos’ na)o) = x,(n)

cosnw,

o] P
s, (n) x, (1)

H
5 () sin naw,

4.4 Schimbatorul de frecventa

= Fie x(n) un semnal real, de banda limitata, centrat
pe frecventa o, cu spectrul X (™)

m Dorim sa translatdm acest semnal de pe frecventa
centrala @, pe @ =®,+A®  in care Aw poate fi
— pozitiv (conversie superioard de frecventd) sau

— negativ (conversie inferioarad).

= Vomnotacu Y (ef“’) spectrul dorit. Solutia
obignuitad constd in multiplicarea cu cos(nAw),
urmata de o filtrare cu un filtru trece-sus, daca
Aw >0, sau trece-jos, dacd Aw<0.

x(n) o u(m)[ 77 ()| Y(n)
X (<)

cos nA




4.4 Schimbatorul de frecventa

x(n) o u(m)[ 77 (g y(n)
X (<)

cos nA

u(n)=x(n)cos (na0) = x(m)e™ +-

U(ej‘”) = %X(ej(w_Aw))+%X(ej(”+M))

x(n)e—]nAw

m Vom considera cazul Aw > 0. Prin filtrare trebuie
eliminat spectrul centrat pe @, —A@ . Pentru ca
acest lucru sa fie posibil, este necesar ca Ao >,

m Metoda se poate aplica numai pentru Ao—-o,,
suficient de mare.

4.4 Schimbatorul de frecventa
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4.4 Schimbatorul de frecventa

= O metoda ce poate fi aplicata in condifi1 mai
generale.

u(n)
x(n) % + y(n)
— ¢ cosnAw Eaj—*
v(n)
H
x,(n) ?
sin nAw

= Este de fapt echivalentd cu o modulatie cu banda
laterala unica a purtatoarei cos(nAw) cu semnalul
x(n)

= Semnalul u(n) are expresia si spectrul deduse mai
sus.

4.4 Schimbatorul de frecventa

u(n)
x(n) ? + y(n)
-1 cosnAw 6 ——
v(n)
H
x,(n) ?
sin nAw

v(n)=x,(n)sin(nAw) = zij] (n)eme — L

m Prin scaderea spectrelor semnalelor u(n) si x(n) se
obtine spectrul semnalului dorit, y(n)







