PROCESE ALEATOARE DISCRETE iN TIMP

1 Proprietati generale
1.1  Medii statistice. Clasificari

= Un proces aleator discret poate fi definit ca o
secventa de variabile aleatoare x(n), indexata cu

variabila temporala n.

= x(n), poate fi caracterizat prin functia densitate de
probabilitate, care va fi in general o functie de
tmp, wy ().

= Valoarea medie:

mo(n)=Efx(n)}= | gy (r)dx




1.1 Medii statistice. Clasificari

m Functiile de corelatie si covarianta vor depinde de
doua variabile temporale,

o0 00

r, (k,1)= E{x(k)y*(l)} = j wxy*wx(k)y(l)(x,y)dxdy

—00—

e (1) = E{x()=m, (k)o0) =, OO f= g (k1) (o, 1)

m x(k) s1 y(/) sunt doua variabile aleatoare statistic
independente daca:

W) (6 )= wey (K w ) ()

= rxy(k,l)zmx(k)m;(l) = cxy(k,l):O

1.1 Medii statistice. Clasificari

= x(k) siy(/) sunt necorelate daca

C,, (k,l) =0

m x(k) si y(/) statistic independente
= x(k) s1 y(/) necorelate.

m Reciproca nu este in general adevarata.
Ea are totusi loc in cazul proceselor gaussiene,
unde cele doua notiuni sunt echivalente.

= x(k) s1 y(]) sunt ortogonale, daca

r, (k1) =E{x(k)y (1)} =0




1.1 Medii statistice. Clasificari

= In cazul particular x=y, se obtin functiile de
autocorelatie

rc (1) = Edcli)x” ()

1.1 Medii statistice. Clasificari

= Se poate usor demonstra ca:

— Daca x(k) si y(/) sunt variabile aleatoare
ortogonale, functia de autocorelatie a sumei este
egala cu suma functiilor de autocorelatie,

r

xX+y,x+y (kal) = Fyx (kvl)+ryy (k,l)

— Daca x(k) si y(/) sunt variabile aleatoare
necorelate, autocovarianta sumei este egala cu
suma autocovariantelor,

Cx+y,x+y (kal): Cxx (k91)+ Cyy (k,l)




Proces aleator stationar

. m Daci proprietitile statistice sunt independente de
timp se zice ca procesul este stationar.

m Daca densitatea de probabilitate de ordinul 1,
W) (x) =W, (x) nu depinde de n,
= media m, (n)=m_ nu depinde de n.

m Se spune in acest caz ca procesul este stationar de
ordinul 1 sau stationar in medie.

Proces aleator stationar

= Daca densitatea de probabilitate de ordinul 2,
satisface conditia

Wa()e() 15 X2 )= Wahean)a(iam) (X1 %2 )

pentru orice n intreg, se spune ca procesul este
stationar de ordinul doi.

= In acest caz functia de autocorelatie va fi

r.(k,))=r (k+nl+n) (V)nekl




Proces aleator stationar

m sau lvand n= -/,
rxx(kﬂl):rxx(k_lﬂo):rxx(k_l)

m deci functia de autocorelatie depinde numai de
diferenta momentelor de timp A—/.

= In fine, daca proprietatea de mai sus poate fi
extinsa pentru densitatile de probabilitate de orice
ordin, se spune ca procesul este stationar in sens
strict.

— My (”) =m, ,constant;

— Fyx (k, l) =T (k - l) ,depinde numai de
diferenta momentelor de timp;

— ¢, (0) < o, (este finit).

m Deoarece conditiile acestea se pun numai asupra
momentelor, ele sunt mai slabe decat cele impuse
asupra densitatilor de probabilitate.




Proprietati ale functiilor de corelatie pentru
procese aleatoare stationare in sens larg

Fyy (k) = E{x(n + k)y* (n)}: E{x(n)y* (n — k)}
E{x(n + k)x* (n)}z E{x(n)x* (n— k)}

ryx(k) E{y(n+k } E{x n+k} ;y( k)

= In particular
rxx(k): r;x(_ k)

m deci secventa de autocorelatie este conjugat
simetrica.
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Proprietati ale functiilor de corelatie pentru
procese aleatoare stationare in sens larg

= Avand in vedere ca

e ) =1 (6) =,
( = rezultd de asemenea
‘ ¢y (k) =y (= K)

m deci, in particular, si functia de autocovarianta este
conjugat simetrica, $i

C e (k) = e (k) = |, |




Proprietati ale functiilor de corelatie pentru
procese aleatoare stationare in sens larg

re(0)= E{(n)
m reprezintd valoarea medie patratica a procesului

aleator x(n). Se poate demonstra ca modulul functiei
de autocorelatie isi atinge maximul in origine,

. 1) < 7 0), 0
-/ m Valoarea in origine a functiei de autocovarianta este
- numita varianta

M‘ Var{x}z C oy (O)z O')% =7y (O)— ‘mxf

b
fl

= unde o, este dispersia.

1.2 Medii temporale. Ergodicitate

= Se pune problema de a estima valorile medii
statistice pornind de la cunoasterea esantioanelor
succesive ale unei singure realizari particulare a
procesului aleator.

m Daca se cunosc 2N+1 esantioane ale unei realizari
particulare, se poate evalua media aritmetica a

acestora,
1 N

2. x(n)

TON+1 S

ti (V)




1.2 Medii temporale. Ergodicitate

m Problema are sens numai daca procesul este

stationar in medie (deci daca media statistica este
constanta).

= Sespune cd 7 (N) tinde catre m, in medie
patratica daca

lim E{li (V) = m,|* |=0

N—>w

= Un proces care satisface relatia de mai sus se zice
ca este ergodic in medie $1 vom scrie ca:

Jlim st (N)=m,. = Eix{n)}

1.2 Medii temporale. Ergodicitate

= O conditie necesara si suficienta pentru ca un proces
stationar in sens larg sa fie ergodic in medie este
1 N

lim —— Y ¢y, (n)=0

N->w2N +1, —y

. m Ideea de estimare temporala se poate extinde si
asupra altor medii.




1.2 Medii temporale. Ergodicitate

= Pentru functia de autocorelatie

Vs (n) = x(n +k)x* (n)
1 Y 1 a

(M) = 3 X n) =5 X x(we k) (o)

=N n=—N

m Daca acesta converge in medie patratica spre r,(k),

N—>x

lim E{ £, (k, V) =1, (k)] | =0

® se spune ca procesul este ergodic in autocorelatie si
. sescrie
lim 7, (k,N)=r, (k)

N—>w

1.2 Medii temporale. Ergodicitate

= Pentru un asemenea proces putem scrie:

1 N

vt 2 ()=

= lim ! ﬁ: ‘x(n)‘2
02N +1,

=N

r.(0)=lim

| m Aceastd expresie reprezintd insa puterea medie a
semnalului, dect:

m Functia de autocorelatie evaluata in origine este
egala cu puterea medie a semnalului.

= Relatia: r.(0)= 07 +|m 2

XX




1.2 Medii temporale. Ergodicitate

= Vom accepta in general faptul ca

lim ¢ (n)=0
n—aoo
m Aceasta corespunde ipotezeir naturale ca doua
esantioane luate la momente de timp foarte
departate devin practic necorelate. Se poate
demonstra ca aceasta conditie are drept urmare
faptul ca procesul aleator este ergodic in medie.

1.3 Proprietati spectrale

= Vom introduce transformata Z a functiei de
autocorelatie.

r.(n)=2" {Pxx (Z)}(I’l) = 2—7” J P (z)z"'dz

m unde C este un cerc inclus in domeniul de
convergenta al lui P_(2).

m S-avazutca r (n)=r*_ (-n), astfel incat :

P2)= S = B () =




1.3 Proprietati spectrale

{ = In cazul unui semnal real,
Pu(2)=Pyle™)

= In consecintd, domeniul de convergenti este de
forma R_<|z<R, ,cu R+=1/R-.

m Aceasta 1nseamna ca daca domeniul de
convergenta este nevid, R-<I1, R+>1, deci cercul

\Z\ =1 este inclus in domeniul de convergenta.

6.1.3 Proprietati spectrale

m Trecdnd deci pe cercul z=el®, se obtin relatiile
Wiener-Hincin:

r.(n)= iﬂp’“ (¢”)e" dw=TFTDI{P, (e )}(n)

0

P (ej“’) =Y r.(n)e™ =TFID{r, (n)}()

n=—00




6.1.3 Proprietati spectrale

= Pentru n=0,

= relatie ce justifica numele de densitate spectrala de
putere dat functiei P_(e/®) deoarece

¢ (0) = (0)= Ex(n) * |

= reprezinta puterea medie a semnalului.

1.3 Proprietati spectrale

m In concluzie:

— Secventa de autocorelatie si functia densitate
spectrala de putere reprezinta o pereche de
transformate Fourier.

— Acecasta proprietate se extinde si asupra functiel
de autocovarianta pentru semnale cu valoare
medie nula. Acesta este s1 motivul pentru care in
multe lucrari se intalneste afirmatia ca functia de
autocovarianta si densitatea spectrala de putere
formeaza o pereche de transformate Fourier.




1.3 Proprietati spectrale

— Se remarca insa cd daca valoarea medie nu este
nula, transformata Z a functiei de autocorelatie
are domeniul de convergenta vid, iar
transformata Fourier contine un impuls delta in
origine.

— Functia densitate spectrala de putere este o
functie reald de . In plus, rezulti ci densitatea
spectrala de putere a unui semnal real este o
functie para de . Se poate de asemenea
demonstra ca aceasta functie este nenegativa,

P.. (ej‘”)z 0

1.3 Proprietati spectrale

— Prin extensie se pot defini densitdtile de putere
de interactiune, ca transformate ale functiilor de
intercorelatie:

P, (z)=2{r, (n)}(2)

P, (e")=TFID{r, (n)}(w)

Xy xy




Aplicatie

= Fie un proces aleator stationar discret caracterizat
prin

XX

E{x(n)}:O, r (k):a|k|, O<ax<l

= Sa evaluam si sa reprezentam, ca functie de o,
densitatea spectrala de putere.

-1

P.(2)=Z{r. (k)} = kz 'zt =3 (o) +g(az—1 ) -

0

=3 (az) + > (az")
k=1

Aplicatie
= Prima din cele doua progresii geometrice este

convergenta daca:

‘az‘<1 = ‘Z‘<l
a

m iar a doua, daca:

‘0{2_1‘<1 = ‘Z‘>C¥

m Rezulta domeniul comun de convergenta,

1

a <|z|<—
(94

m nevid daca 0<o<l.




Aplicatie

1 1 1-a?
P = =
(2= (1-az)(1-az")

m Deoarece domeniul de convergenta include cercul
IzZ|=1, are sens

o\ 1-a? _ 1-a’
PxX(eJ )_ (l_aejw)(l_ae—iw) l+a’ —2acosw
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/. 0=0.9

2 Raspunsul sistemelor discrete in timp la procese
aleatoare

( = Fie x(n) un proces aleator stationar in sens larg
~aplicat unui sistem liniar, invariant in timp, cu
functia de pondere /(n) si 1esirea sistemului, y(n).
yn)= 2 hlk)x(n—k)=x(n)*h(n)
k=—o0

m Jaloarea medie a semnalului la iesire

E{y(n)}=E kih(k»c(n—k) =k§h<k>E{x<n—k>}=

_ m"ki h(k) :mxH(ejO)




2. Raspunsul sistemelor discrete in timp la
procese aleatoare

m Functia de corelatie intre semnalele de la iesire §i
intrare

I"yx(k) = E{y(n + k)x* (n)}z E{ ih(l)x(n +k— l)x>k (n)} =

[=—00

= S ()ER(n+ k-1 ()]

[=—0

o0

()= 3 (1), (k1) =r,, (k)= h(k)

[=—0

2 Raspunsul sistemelor discrete in timp la procese
aleatoare

m Functia de autocorelatie a iesirii

1y () = E{y(” +k)y*(”)}= E{y(n +k) ix*(l)h*(n —Z)} _

[=—00

= S (- DE k(D)= S H Dk 1)

l:—oo l:—oo




2 Raspunsul sistemelor discrete in timp la procese
aleatoare

Fyy (k): rxx(k)*h(k)*h*(_k)‘
rxx(k) Fyx (k) - ryy(k)
—| h (k) h (-k) —

2. Raspunsul sistemelor discrete in timp la
procese aleatoare

m Densitatea spectrala de putere a semnalului de iesire

= Vom presupune in cele ce urmeaza ca semnalul de
intrare are valoare medie nula, deci

Zirg (k) =Po (k. Zir, (k)j=P,(2)




2 Raspunsul sistemelor discrete in timp la procese
aleatoare

[ m deci avand in vedere expresia obtinuta mai inainte
pentru ryy (k) = Fxx (k)* h(k)* h*(_ k)

s1 teorema convolutiei,

® sau, in frecventa:

Py le1? )= P e?” )‘H(ejw )2

2 Raspunsul sistemelor discrete in timp la procese
aleatoare

[ m Puterea medie a semnalului la iesire.

= Presupunand in continuare valoarea medie a
semnalului nula,

I"yy (O):ny (O)ZO-J% :EJ })yy (ejw)da):
——— [ P (e”)f do




2 Raspunsul sistemelor discrete in timp la procese
aleatoare

m Utilizand transformate Z,

o2 =L {p () dz=— p()H(Z)H*(szldz,
ZﬂJC 2ﬂJC

C={Z€(C“Z|=1}

= In cazul unui sistem cu functie de pondere reala,
ramane:

2 1 1)1
o, = 2EJCP ( @ﬁqe )Z dz,

2 Raspunsul sistemelor discrete in timp la procese
aleatoare

= O exprimare temporala se obtine pornind de la
r, =r,(k)*h (-k) care pentru k=0 conduce la

yy

02 =ry(0)= S Wrn)=3 Sh" W t-mhlm)

[=—00 [=—00 m=—

= deci 0)2; =E{‘y(n)‘2}=hHRh

= unde h este vectorul coloana format cu elementele
h(n), 1ar R este matricea de autocorelatie.

m Aceastd exprimare prezinta interes in special in cazul
filtrelor cu raspuns finit la impuls, cand dimensiunile
lui h si R sunt finite.




2 Raspunsul sistemelor discrete in timp la procese
aleatoare

m Aplicatie in cazul unui zgomot alb cu valoare medie
nula m =0 si varianta (putere medie) 0.;

o’ =L.O'2 H(Z)H(Z_l)z_1 dz =2LO'2 ]{ ‘H(ej“’)2 dw

C -




