Problema estimarii frecventelor unor semnale
sinusoidale In prezenta zgomotului



A. Estimarea pe baza subspatiului semnal (metoda
componentei principale)

Se porneste de la retinerea numai a informatiei continute in subspatiul

semnalelor, prin utilizarea unei aproximari a matricei de autocorelatie

P N
R = Z/ll'Vl'VlH + ZliVinH
i=1 i=P+1

obtinuta retinand numai

. P
R = Zﬂ’ivile
i=1

Aceasta 1dee poate fi aplicata in cazul tuturor metodelor care necesita

matricea de autocorelatie



B. Estimarea pe baza subspatiului zgomot. Metoda
Pisarenko

In acest caz se are in vedere utilizarea relatiei de ortogonalitate
H_ - :_ _
e, g, =0, Vik, i=1--- P, k=1 N-P

O prima metoda bazata pe acest principiu este aceea propusd de Pisarenko. In
acest caz se 1a N=P+1 si se determinad valorile proprii ale matricei de autocorelatie
A>A>. >y, Cea mai micd dintre valorile proprii, Ay s1 vectorul propriu asociat vor
corespunde spatiului zgomot si deci

elvy=0, i=1,..,P.



Se defineste pseudospectrul Pisarenko prin

Frecventele w; vor putea fi deci deduse ca frecvente la care acesta
is1 atinge maximele (teoretic infinite).

o . . o o D :

Daci se doreste un calcul analitic, se observi ci z; = e/ “

sunt radacini ale polinomului



Exemplu

Fie un semnal sinusoidal cu amplitudinea A=10 si frecventa normata 0,2,
suprapus peste un zgomot alb, cu varianta 0,01.

Se calculeaza mai intai estimatul functiei de autocrelatie. Pentru o

estimare buna este util sd se 1a un numar cat mai mare de esantioane.



Estimatul matricei de autocorelatie pentru zgomot alb, N=100



Se va lucra deci cu N=P+1=3.
Se calculeaza matricea vectorilor proprii si valorile proprii (procedura eig ).

V=

0.6481 0.2828 -0.7071
-0.3999 0.9166 -0.0000

0.6481 0.2828 0.7071

0.9425 0 0
0 59.8100 0

0 0 90.4390



Evident, cea mai mica valoare proprie este A;. Vectorul propriu asociat este

V=

0.64381
-0.3999
0.64381

Cu acesta se construieste pseudospectrul. S-a utilizat scara logaritmica, in dB.



Pseudospectru Pisarenko
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Se pot calcula frecventele, formand polinomul

P(z) =0.6481-0.3999z"" +0.6481z°

Acesta are doud zerouri pe cercul unitar, ale caror argumente sunt arg(z, ) = +27+0,2
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B. Estimarea pe baza subspatiului zgomot. Metoda
MUSIC

Metoda MUSIC (MUltiple SIgnal Classification) poate fi privita

ca o extindere a metodei Pisarenko. Vom porni de la ideea ca
H _ _ _
e’ (0)G=0 pentru w=w;, i=1,--,P
sau
H H GH a))GGH (w)=0 pentru w=w;, i=1,--,P

Lucrand cu valorile estimate in locul celor reale, norma de mai sus

nu va mai fi1 zero, dar va prezenta minime pronuntate.



Se defineste estimatorul pseudospectru MUSIC prin:
1 1
e

Daca s-ar lucra cu valorile exacte (fara estlmarl), pentru

f’MUSJC (ejw ):
~ 112 ( GGH

‘e gz

oricare din frecventele wy , k~=1,..P
PMUSIC(C’)) — 00 pentru w = @y, k=1,..,P.

In realitate, din cauza erorilor de estimare, valorile estimatorului
sunt finite, dar cu niste maxime foarte pronuntate la frecventele w;.
O prima posibilitatea de a gasi frecventele w; va consta deci in

cautarea maximelor pseudospectrului.



Exista 1nsa si o posibilitate de calcul analitic (metoda Root-MUSIC)
Daca se mtroduc polinoamele

Gi(z)=gi0+gi1z  ++ gi,N—IZ_(N_l)a i=1-,P

unde

gz‘T = [gi,O»gi,la”'agi,N—l]

rezulta

2

= G; (Z)G*i(l/ z*) .

z=e’

e/ (0)g; =G, (ej w)> HeH (@)g;




S ()¢ (1) z=e” PED (V) z=¢"

Nulurile lui D (z) sunt poli ai estimatorului. Sunt in total N-1 nuluri, din care P
sunt cele cautate, care ar trebui sa se afle exact pe cercul de raza unitate. Celelalte nu
se afla pe acest cerc si vor fi eliminate. In masura in care ele se apropie de cerc, pot fi

confundate cu radacini utile.



Observatii

In toate aceste metode este esentiald identificarea corectd a celor doud categorii
de vectori proprii. Daca ordinul P este cunoscut, lucrul acesta se poate face
relativ usor, spatiul semmnalelor fiind caracterizat prin vectorii proprii
corespunzatori valorilor proprii cele mai mari, in numar de P. Celelalte valori
proprii vor fi mai mici si aproximativ egale intre ele. Aceasta observatie poate fi
utilizata atunci cand P nu este cunoscut. Separarea devine cu atat mai dificila cu
cat raportul semnal/zgomot este mai mic.

Metoda presupune calculul matricer de autocorelatie, deci calculul unui estimat

al functiei de autocorelatie, pe un numar L de esantioane.



Exemplu
Vom lua acelasi caz ca mai inainte.

Alegem N=5. Calculam vectorii si valorile proprii cu procedura eig, care face implicit

si ordonarea dupa valorile proprii, dar in sens crescator.

V:

0.3261 0.3634 -0.6022 -0.3707 0.5114
-0.3480 0.5844 0.3707 -0.6022 -0.1934
0.7383 0.2299 -0.0000 0.0000 -0.6341
-0.3480 0.5844 -0.3707 0.6022 -0.1934

0.3261 0.3634 0.6022 0.3707 0.5114



0.6358 0 0 0 0
0 1.3127 0 0 0
0 0 1.6182 0 0
0 0 0 124.5163 0

0 0 0 0 124.7127

Evident, valorile proprii principale sunt ultimele doua.



Pseudospectru MUSIC
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Zerourile de pe cercul unitar determina frecventele cautate.
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Metoda ESPRIT

Fie matricele de tip (N —1)x P

A =[I,, 0]A
A,=[0 I, ]A

A =lej(n).ey(n), - ep(n)]
Se poate verifica usor ci
A, =A(D
unde

D= diag{e_]wl ,e—sz ,...,e—Ja)P }



: —jop —jo —Jjo
D:dlag{e Jor g2 . ) p}
D este o matrice unitara, asa incat transformarea de mai sus este o rotatie,

de aici venind denumirea metodei

(Estimation of Signal Parameters by Rotational Invariance Techniques).

La fel, definim



RS=SA, =S(A,+0.1)= APA"S +<yj3

SA, = APA”'S

unde
Ag =diag{lg), - Asp |
deci
S=AC, C=PA'SAY
C este nesingulara, deoarece A si S sunt de rang maxim, iar

Psi Ag sunt diagonale, cu elemente nenule pe diagonala.



Sau
S, =A,C=ADC=8,C"'DC=S,®
unde

®=C"'DC



Observatii

» ®si D au aceleasi valori proprii, Ap; = e /i , 1=1,---,P;

» Datorita structurii Vandermonde a matricei A, matricele A;, A,

au rangul N s1 dect de aceeasi proprietate se bucura Sy, S,

asa incat @ se poate calcula cu ajutorul pseudoinversei

—1
) :(s{’sl) si's,



Algorimul ESPRIT




Metoda Capon

Se porneste de la ideea utilizarii unui filtru trece banda, de banda cat
mai Ingustd, centrat pe frecventa w . Acesta va selecta deci din spectrul
semnalului componenta respectiva. Variind aceasta frecventa se pot gasi

componentele spectrale ale semnalului. Fie functia pondere
H
h* =[hg, Ay, ]

Intrarea filtrului este deci

P o
yn)= X die/Pie/ "+ wn)
i=1

1ar 1esirea este

ye(m)=0"y (). yy(n)=[rn)y(n - N +1)]



Vom pune doua conditii:
e Filtrul sa aiba castig unitar la frecventa o :

h e(w)=1

e Puterea semnalului la iesire sa fie minima. Aceasta presupune

minimizarea cantitatii

Bl () {=Elyr () ()= By ()y 5 (2)h =1 Rh



Problema se reduce deci la gasirea coeficientilor h care satisfac

min {hH Rh }, cuconditia h’? e(w)=1

Pentru rezolvarea problemei de extrem condifionat se utilizeaza

metoda multiplicatorilor Lagrange, conducand la minimizarea expresiei reale

L(h)=h"'Rh + 2Re{/1(hH e(w)— 1)}: h’/Rh + ﬁ(hH e(w)— 1)+ A (eH (@)h — 1)



L(h)=h"Rn + 2Re{ﬂ(hH e(w)— 1)}: h/ Rh + ﬁ(hH e(w)— 1)+ A (eH (@)h — 1)
Punand conditia

V.L(h)=0 = Rh+le(w)=0 = h=-iR"e(w)

A se determina din condifia de castig unitar la frecventa w:

P 1
el (a))R_le(a))
Rezulta
-1
h— R e(a))

el (a))R_le(a))



Puterea semnalului la 1esire este

E{)’F (”)‘2 }: :

In cazul zgomotului alb,

R:azl, E{yp(n)‘z}z =

Relatia aceasta sugereaza ca se poate obtine un estimator pentru densitatea

spectrala de putere prin inmultire cu NV:

Puy ()= eH(w)]I\{[_le(a))



In realitate se lucreaza cu estimatori a1 corelatiei, asa incat estimatorul

de varianta minima al densitatii spectrale de putere devine

(@)= el (a))jlilf_le(a))

In cazul zgomotului alb, functia de pondere devine

hzie(n); hy =%e_jkw, k=0,----N-1

s



