
6. PROCESE ALEATOARE DISCRETE ÎN TIMP

6.1 Proprietăţi generale6. op e ţ ge e e

6.1.1 Medii statistice. Clasificări

 Un proces aleator discret poate fi definit ca o 
secvenţă de variabile aleatoare x(n), indexată cusecvenţă de variabile aleatoare x(n), indexată cu 
variabila temporală n. 

 x(n) poate fi caracterizat prin funcţia densitate de x(n), poate fi caracterizat prin funcţia densitate de 
probabilitate, care va fi în general o funcţie de 
timp w (x)timp, wx(n)(x). 

 Valoarea medie:

        xxnxxwnxnxm dE 



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6.1.1 Medii statistice. Clasificări

 Funcţiile de corelaţie şi covarianţă vor depinde de 
două variabile temporale
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două variabile temporale,

            yxyxwxylykxlkr lykxxy dd,E, **  
 

           lykxxy  
 

                  lmkmlkrlmlykmkxlkc yxxyyxxy
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 x(k) şi y(l) sunt două variabile aleatoare statistic 

                  y yxxyyxxy ,,

( ) ş y( )
independente dacă:

             ywxwyxw lklk              ywxwyxw lykxlykx ,

      lmkmlkr yxxy
*,    0, lkcxy      yxxy ,  ,xy

6.1.1 Medii statistice. Clasificări

 x(k) şi y(l) sunt necorelate dacă
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 , 0xyc k l 

 x(k) şi y(l) statistic independente
 x(k) şi y(l) necorelate. 

 Reciproca nu este în general adevărată. 
Ea are totuşi loc în cazul proceselor gaussieneEa are totuşi loc în cazul proceselor gaussiene, 
unde cele două noţiuni sunt echivalente.

 x(k) şi y(l) sunt ortogonale, dacă 

      * 0k l k l      *, E 0xyr k l x k y l 



6.1.1 Medii statistice. Clasificări

 În cazul particular x=y, se obţin funcţiile de 

6. . edii statistice. Clasifică i

p y ţ f ţ
autocorelaţie

      lxkxlkr *E      lxkxlkrxx E, 

 şi autocovarianţă, şi autocovarianţă,

            , Exx x xc k l x k m k x l m l


               
     *

,

,

xx x x

xx x xr k l m k m l 

6.1.1 Medii statistice. Clasificări

 Se poate uşor demonstra că:

6. . edii statistice. Clasifică i

p ş

– Dacă x(k) şi y(l) sunt variabile aleatoare
ortogonale, funcţia de autocorelaţie a sumei esteortogonale, funcţia de autocorelaţie a sumei este
egală cu suma funcţiilor de autocorelaţie,

          lkrlkrlkr yyxxyxyx ,,,, 

– Dacă x(k) şi y(l) sunt variabile aleatoare
necorelate, autocovarianţa sumei este egală cu
suma autocovarianţelor,

     lkclkclkc      lkclkclkc yyxxyxyx ,,,, 



Proces aleator staţionar

 Dacă proprietăţile statistice sunt independente de 

oces aleato staţio a

timp se zice că procesul este staţionar.

D ă d it t d b bilit t d di l 1

     xx nw x w x
 

 Dacă densitatea de probabilitate de ordinul 1,
nu depinde de n,

 media n depinde de

S î t ă l t t ţi d

 x xm n m media                   nu depinde de n.

 Se spune în acest caz că procesul este staţionar de
ordinul 1 sau staţionar în medie.

Proces aleator staţionar

 Dacă densitatea de probabilitate de ordinul 2,
i f di i

oces aleato staţio a

           2121 ,, xxwxxw nlxnkxlxkx 

satisface condiţia

pentru orice n întreg, se spune că procesul este 
d d l d

           2121 ,, nlxnkxlxkx 

staţionar de ordinul doi.

 In acest caz funcţia de autocorelaţie va fi 

     , ,xx xxr k l r k n l n n    



Proces aleator staţionar

 sau luând n= –l,

oces aleato staţio a

     lkrlkrlkr xxxxxx  0,,

 deci funcţia de autocorelaţie depinde numai de
diferenţa momentelor de timp k–l.ţ p

 În fine, dacă proprietatea de mai sus poate fi 
i d i il d b bili d iextinsă pentru densităţile de probabilitate de orice 

ordin, se spune că procesul este staţionar în sens 
strict.

Proces aleator staţionar

 Proces aleator staţionar în sens larg:

oces aleato staţio a

ţ g

– ,constant;  xx mnm 

depinde numai de   lkrlkr – ,depinde numai de 
diferenţa momentelor de timp;

   lkrlkr xxxx ,

(este finit)  0c– ,(este finit).  0xxc

 Deoarece condiţiile acestea se pun numai asupra ţ p p
momentelor, ele sunt mai slabe decât cele impuse 
asupra densităţilor de probabilitate.p ţ p



Proprietăţi ale funcţiilor de corelaţie pentru 

   

p ţ ţ ţ p
procese aleatoare staţionare în sens larg

           knynxnyknxkrxy  ** EE
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 În particular

   krkr xxxx  *   krkr xxxx

 deci secvenţa de autocorelaţie este conjugat 
ăsimetrică.

Proprietăţi ale funcţiilor de corelaţie pentru 

A â d î d ă

p ţ ţ ţ p
procese aleatoare staţionare în sens larg

 Având în vedere că 

    *
yxxyxy mmkrkc     yyy

 rezultă de asemenea

   kckc xyyx  *

 deci, în particular, şi funcţia de autocovarianţă este 
conjugat simetrică, şi

    2
xxxxx mkrkc 



Proprietăţi ale funcţiilor de corelaţie pentru 

 Valoarea din origine a funcţiei de autocorelaţie

p ţ ţ ţ p
procese aleatoare staţionare în sens larg

 Valoarea din origine a funcţiei de autocorelaţie,

    2E0 nxrxx 

 reprezintă valoarea medie pătratică a procesului 
aleator x(n). Se poate demonstra că modulul funcţiei ( ) p f ţ
de autocorelaţie îşi atinge maximul în origine, 

    00  nrnr     0,0  nrnr xxxx

 Valoarea în origine a funcţiei de autocovarianţă este 
ită i ţănumită varianţă

      22 00var xxxxxx mrcx  

 unde σx este dispersia.

6.1.2 Medii temporale. Ergodicitate

 Se pune problema de a estima valorile medii 
i i i d d l i l

6. . edii te po ale. godicitate

statistice pornind de la cunoaşterea eşantioanelor 
succesive ale unei singure realizări particulare a 

l i lprocesului aleator.

 Dacă se cunosc 2N+1 eşantioane ale unei realizări 
particulare, se poate evalua media aritmetică a 
acestora,

N
   




N

Nn
x nx

N
Nm

12

1
ˆ

 Cantitatea de mai sus tinde către media statistică 
E{x(n)} atunci când N creşte?E{x(n)}, atunci când N creşte?



6.1.2 Medii temporale. Ergodicitate

 Problema are sens numai dacă procesul este 

6. . edii te po ale. godicitate

staţionar în medie (deci dacă media statistică este 
constantă).

 Se spune că   tinde către mx în medie 
pătratică dacă

 Nmxˆ
pătratică dacă

   0ˆElim 2  xx mNm   


xx
N

 Un proces care satisface relaţia de mai sus se zice p ţ
că este ergodic în medie şi vom scrie că:

    N Eˆli     nxmNm xx
N

Eˆlim 


6.1.2 Medii temporale. Ergodicitate

 O condiţie necesară şi suficientă pentru ca un proces 

6. . edii te po ale. godicitate

ţ ş p p
staţionar în sens larg să fie ergodic în medie este 

1 N
  0

12

1
lim 

 
 Nn

xx
N

nc
N

 Ideea de estimare temporală se poate extinde şi 
asupra altor medii.p



6.1.2 Medii temporale. Ergodicitate6. . edii te po ale. godicitate

 Pentru funcţia de autocorelaţie

     *
ky n x n k x n 

       *1 1N N

        *1 1
ˆ ,

2 1 2 1xx k
n N n N

r k N y n x n k x n
N N 

  
  

 Dacă acesta converge în medie pătratică spre rx(k), 

    2
ˆli E 0k N k    ˆlim E , 0xx xxN
r k N r k


 

 se spune că procesul este ergodic în autocorelaţie şi se spune că procesul este ergodic în autocorelaţie şi 
se scrie

   ˆlim r k N r k   lim ,xx xxN
r k N r k




6.1.2 Medii temporale. Ergodicitate

 Pentru un asemenea proces putem scrie:

6. . edii te po ale. godicitate
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
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 Această expresie reprezintă însă puterea medie a 
l l d isemnalului, deci:

 Funcţia de autocorelaţie evaluată în origine este 
egală cu puterea medie a semnalului.

 Relaţia:   220r m ţ  0xx x xr m 



6.1.2 Medii temporale. Ergodicitate

 Vom accepta în general faptul că

6. . edii te po ale. godicitate

p g p

  0lim 


ncxx
n

 Aceasta corespunde ipotezei naturale că două
ti l t l t d ti f teşantioane luate la momente de timp foarte

depărtate devin practic necorelate. Se poate
d t ă tă diţi d tdemonstra că această condiţie are drept urmare
faptul că procesul aleator este ergodic în medie.

6.1.3 Proprietăţi spectrale

 Vom introduce transformata  Z a funcţiei de 

6. .3 op ietăţi spect ale

autocorelaţíe.

      

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2 j
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C

r n Z P z n P z z z


   
 unde C este un cerc inclus în domeniul de 

convergenţă al lui Pxx(z).

 S-a văzut că  rxx(n)=r*xx (-n), astfel încât :

     * * * 1n nP P
   

       * * *
*

1n n
xx xx xx xx

n n

P z r n z r n z P
z



 

      
 

 



6.1.3 Proprietăţi spectrale

 În cazul unui semnal real,

6. .3 op ietăţi spect ale

,

   1 zPzP xxxx

 În consecinţă, domeniul de convergenţă este de
forma cu R+=1/R RzRforma , cu R+=1/R-.  RzR

 Aceasta înseamnă că dacă domeniul de Aceasta înseamnă că dacă domeniul de
convergenţă este nevid, R-<1, R+>1, deci cercul

este inclus în domeniul de convergenţă1z este inclus în domeniul de convergenţă.1z

6.1.3 Proprietăţi spectrale

 Trecând deci pe cercul z=ejω, se obţin relaţiile

6. .3 op ietăţi spect ale

Trecând deci pe cercul z e , se obţin relaţiile
Wiener-Hincin:

       j j j1
e e d TFTDI e

2
n

xx xx xxr n P P n


  


 

       j j

2

e e TFTDn
xx xx xxP r n r n



 








    

n



6.1.3 Proprietăţi spectrale

 Pentru n=0,

6. .3 op ietăţi spect ale

   j1
0 e d

2xx xxr P


 


 2  

 relaţie ce justifică numele de densitate spectrală deţ j p
putere dat funcţiei Pxx(ejω) deoarece

      2E00 nxrc xxxx 

 reprezintă puterea medie a semnalului.

6.1.3 Proprietăţi spectrale

 În concluzie:

6. .3 op ietăţi spect ale

– Secvenţa de autocorelaţie şi funcţia densitate 
spectrală de putere reprezintă o pereche despectrală de putere reprezintă o pereche de 
transformate Fourier.

Această proprietate se extinde şi asupra funcţiei– Această proprietate se extinde şi asupra funcţiei 
de autocovarianţă pentru semnale cu valoare 
medie nulă Acesta este şi motivul pentru care înmedie nulă. Acesta este şi motivul pentru care în 
multe lucrări se întâlneşte afirmaţia că funcţia de 
autocovarianţă şi densitatea spectrală de putereautocovarianţă şi densitatea spectrală de putere 
formează o pereche de transformate Fourier.



6.1.3 Proprietăţi spectrale

– Se remarcă însă că dacă valoarea medie nu este 

6. .3 op ietăţi spect ale

nulă, transformata Z a funcţiei de autocorelaţie 
are domeniul de convergenţă vid, iar g ţ
transformata Fourier conţine un impuls delta în 
origine. g

– Funcţia densitate spectrală de putere este o 
funcţie reală de ω. În plus, rezultă că densitateafuncţie reală de ω. În plus, rezultă că densitatea 
spectrală de putere a unui semnal real este o 
funcţie pară de ω. Se poate de asemeneafuncţie pară de ω. Se poate de asemenea 
demonstra că  această funcţie este nenegativă, 

  0j  0e j 
xxP

6.1.3 Proprietăţi spectrale6. .3 op ietăţi spect ale

– Prin extensie se pot defini densităţile de putere 
de interacţiune, ca transformate ale funcţiilor de 
intercorelaţie:

     xy xyP z Z r n z     
     je TFTD

xy xy

xy xyP r n 



Aplicatie

 Fie un proces aleator staţionar discret caracterizat 
i

plicatie

prin

    E 0, , 0 1k
xxx n r k      

 Să evaluăm şi să reprezentăm, ca funcţie de ω, 
d it t t lă d tdensitatea spectrală de putere.

        
1

1 kkk kP z Z r k z z z  
  

           

   
0

1

xx xx
k k k

kk

P z Z r k z z z  
  

 


    



  

    1

1 0k k

z z 
 

  

Aplicatie

 Prima din cele doua progresii geometrice este 
ă d ă

plicatie

convergentă dacă:

1
1z z   1z z


  

 iar a doua dacă: iar a doua, dacă:
1 1z z    

 Rezultă domeniul comun de convergenţă, 
1

z


 

 nevid dacă 0<α<1.



Aplicatieplicatie

 
21 1 1

P z z
 

 
  1 11 1 1 1

xxP z z
z z z z


    

  
   

D d i l d ţă i l d l Deoarece domeniul de convergenţă include cercul 
|z|=1, are sens

    
2 2

j
2j j

1 1
e
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6.2 Răspunsul sistemelor discrete în timp la 

 Fie ( ) n proces aleator staţionar în sens larg

procese aleatoare

 Fie x(n) un proces aleator staţionar în sens larg 
aplicat unui sistem liniar, invariant în timp, cu 
funcţia de pondere h(n) si ieşirea sistemului y(n)funcţia de pondere h(n) si ieşirea sistemului, y(n).
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 Valoarea medie a semnalului la ieşire
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 Valoarea medie a semnalului la ieşire
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6.2 Răspunsul sistemelor discrete în timp la 

 F ţi d l ţi î t l l d l i i i

procese aleatoare

 Funcţia de corelaţie între semnalele de la ieşire şi 
intrare
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6.2 Răspunsul sistemelor discrete în timp la 

 F ţi d t l ţi i i ii

procese aleatoare

 Funcţia de autocorelaţie a ieşirii
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6.2 Răspunsul sistemelor discrete în timp la 

 Ţinând seama de expresia obţinută pentru funcţia

procese aleatoare

 Ţinând seama de expresia obţinută pentru funcţia
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6.2 Răspunsul sistemelor discrete în timp la 
procese aleatoare

 Densitatea spectrală de putere a semnalului de ieşire Densitatea spectrală de putere a semnalului de ieşire

 Vom presupune în cele ce urmează că semnalul de 
i t l di lă d iintrare are valoare medie nulă, deci
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 şi 
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6.2 Răspunsul sistemelor discrete în timp la 
procese aleatoare

 deci având în vedere expresia obţinută mai înainte deci având în vedere expresia obţinută mai înainte 
pentru        khkhkrkr xxyy  *

şi teorema convoluţiei,
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 sau, în frecvenţă:
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6.2 Răspunsul sistemelor discrete în timp la 

 Puterea medie a semnalului la ieşire

procese aleatoare

 Puterea medie a semnalului la ieşire.  

 Presupunând în continuare valoarea medie a 
l l i lăsemnalului nulă, 

     2 j1
0 0 e dr c P


         

    2
j j

0 0 e d
2

1
e e d

yy yy y yyr c P

P H




 

 







    j je e d
2 xxP H




 

 



6.2 Răspunsul sistemelor discrete în timp la 
procese aleatoare

 Utilizând transformate Z Utilizând transformate Z, 
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 În cazul unui sistem cu funcţie de pondere reală
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 În cazul unui sistem cu funcţie de pondere reală, 
rămâne:
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6.2 Răspunsul sistemelor discrete în timp la 
procese aleatoare

 O exprimare temporală se obţine pornind de la

 

O exprimare temporală se obţine pornind de la
care pentru k=0 conduce la   *

yy yxr r k h k  
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 deci    Rhh H
y ny  22 E

 unde h este vectorul coloană format cu elementele 
h(n) iar R este matricea de autocorelaţieh(n), iar R este matricea de autocorelaţie.

 Această exprimare prezintă interes în special în cazul 
filt l ă fi it l i l â d di i ilfiltrelor cu răspuns finit la impuls, când dimensiunile 
lui h şi R sunt finite.



6.2 Răspunsul sistemelor discrete în timp la 

 Aplicaţie în cazul unui zgomot alb cu valoare medie

procese aleatoare

 Aplicaţie în cazul unui zgomot alb cu valoare medie 
nulă mx=0 şi varianţă (putere medie) σx

2;
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