6.3 FACTORIZAREA SPECTRALA.
TEOREMA LUI WOLD

6.3.1. Procese aleatoare regulate. Factorizarea
spectrala

= Densitatea spectrala de putere, P_(e!®), pentru un
proces aleator discret, stationar in sens larg, este o
functie :
- reala
- pozitiva
- periodica.
m Factorizarea spectrala a lui P_(z):

m Daca P_(e®) este o functie continua de o, P, (z)
poate fi1 factorizat sub forma:

ax<z>=agg<z)g*[zt]




6.3.1. Procese aleatoare regulate. Factorizarea
spectrala

= Fie x(n) un proces stationar in sens larg, cu valoare
medie nuld s1 cu o densitate spectrala de putere
P_(e®), continud (ceea ce presupune absenta
componentelor periodice):

P.(2)= Tr(n)”

n=—o0

= Sa presupunem, in plus, ca InP_ (z) este analitica
intr-o coroana circulara, continand cercul unitate

R<z<1,R<1
R

6.3.1. Procese aleatoare regulate. Factorizarea
spectrala

m Rezulta ca InP _(z) s1 toate derivatele sale sunt
functil continue si este posibild o dezvoltare in
serie Laurent:

InP,(z)= Ya(n)z"

0

lanx(ej“’)z > a(n)e
n=—00
= Din ultima relatie rezulta ca a(n) reprezinta
coeficientii dezvoltarii in serie Fourier a1 functiei
periodice In P, (¢)




6.3.1. Procese aleatoare regulate. Factorizarea
spectrala

= InP, (") e o functie reald = secventa a(n) este
conjugat simetrica

a(n)=a (-n)
a(0)= 21” _]T InP, (ej“’ )d w

m Secventa a(n) poarta numele de cepstrum al
secventei 7, (n)

Pxx<z)=exp{a(o»exp{ia(n)zn}exp{nzla(n)zn}

n=1 =—00

6.3.1. Procese aleatoare regulate. Factorizarea
spectrala

m Vom defini;

0(:)=exp| Sl |

n=1

Z‘ >R
m Deoarece QJ(z) st In O(z) sunt analitice in |z|>R

=> (J(z) este o functie de faza minima.

m Ultimul termen din factorizarea lui P(z) mai
poate fi scris :

exp{ jfa(n)zn}::exp{

n=—00
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6.3.1. Procese aleatoare regulate. Factorizarea
spectrala

m asa incat:
% 1
P.(2)=aio0 )
= unde

op = exp{217Z _jﬁln P(ej” )d a)}

m Un proces care indeplineste conditiile precizate
mai inainte s1 admite o asemenea factorizare
spectrald se spune ca este un proces regulat.

Proprietati ale proceselor regulate.

= Un asemenea proces poate fi considerat ca iesirea
unui filtru stabil si cauzal, avand la intrare
zgomot alb cu varianta o, (reprezentare cu
ajutorul inovatiilor).

Lﬂ» Oz ——

Pue)=0t == p.(2)=oi0)| )

x(n) 1 u(n)
P() L ()=0i
b.

Fig. 2.4 Reprezentarea unui proces stationar in sens larg cu
ajutorul inovatiilor




Proprietati ale proceselor regulate.

m Filtrul avand functia de transfer inversa, 1/0(z),
poate fi considerat un filtru de albire pentru

procesul aleator cu densitatea spectrald de putere
P_(2).

= (J(z) poate f1 reprezentat printr-o serie de puteri:

0(z)=q(0)+¢(1)z" +¢(2)z7 +...

m unde ¢(0)=1, deoarece evident

limQ(z) =¢(0)=1

Z—>0

Proprietati ale proceselor regulate.
m Daca P, (z) este o functie rafionala, atunci

L B()

m si factorizarea are forma:

(1
P.(z)= 0§Q(z)Q*(Zl*) P Ble)s (zj

unde:
A(z)=1+a()z" +a(2)z? +...+a(N)z™"

B(z)=1+b(1)z" +b(2)z> +...+b(M )z

= iar polinoamele A(z), B(z) au toate zerourile in
interiorul cercului de raza unitate.




6.3.2 Teorema lui Wold

= Un proces stationar in sens larg poate fi
descompus in doua procese ortogonale:

— un proces regulat x,(n)
— un proces predictibil x,(n)

= Se spune ca un proces x,(n) este predictibil daca
exista un set de coeficienti a(n), asa incat:

x,(n)= Y alk)x, (n—k)

k=1

= Altfel spus, orice esantion poate fi determinat fara
eroare, cunoscand esantioanele precedente.

6.3.2 Teorema lui Wold

= Pentru un asemenea proces, densitatea spectrala de
putere este de forma:

Pp(ej“’)zéaké‘(a)—a)k)

m Rezulta cd o forma generala a densitatii spectrale
de putere este:

P*)= P )+ S ay8(0-a,)

unde P (e®), partea continua a spectrului,
corespunde unui proces regulat.




6.4 Elemente de teoria estimarii

m Estimare: deducerea valorilor unor marimi
necunoscute sau aleatoare pornind de la un set de
observatii ce reprezintad variabile aleatoare.

a. Estimarea parametrilor - aflarea unor parametri
deterministi dar necunoscuti pornind de la setul de
observatii. Exemple: determinarea valorii medii, a
functiei de autocorelatie, a densitatii spectrale de
putere pentru un proces aleator stationar.

b. Estimarea unei variabile aleatoare. De exemplu,

determinarea esantioanclor de la intrarea unui
i sistem cunoscand iesirea acestuia, suprapusa peste
Lk un zgomot.

6.4 Elemente de teoria estimarii

= In cele ce urmeaza ne vom concentra atentia
numai asupra primului aspect.

m Sa presupunem ca se doreste estimarea unui
parametru 6 al densitatii de probabilitate w_(x;0)
a unui proces aleator x pe baza observatiilor .

x° = [x(0),x(1),...,x(N 1)

= Vom nota cu 6=06(x)

o estimare a lui 6, realizata pe baza setului de
observatii x°. Aceasta este evident o functie de x°
(vector aleator) si in consecinta este de asemenea
o variabila aleatoare.




6.4 Elemente de teoria estimarii

= Pentru aprecierea unui estimator se pot utiliza
diversi indicatori.

m Deplasarea unui estimator se defineste prin:
B(0)=E(9)-6
m Se spune ca estimatorul e nedeplasat daca:
B(0)=0

m Daca B(é) — 0 cand N — «, estimatorul se
numeste asimptotic nedeplasat.

6.4 Elemente de teoria estimarii
m Eroarea patratica medie:
EPM —E{9-0 |
m JVarianta si dispersia:
Var(é)z 0'; = E{é - E(é}z J'

m Consistenta unui estimator. Un estimator e
consistent daca pentru orice >0, oricat de mic,

lim Pr{é— 6 > 6‘}: 0
N—>w




6.4 Elemente de teoria estimarii

m Functia de plauzibilitate este definita prin
densitatea de probabilitate

1(0)=w,(x,0)
m In unele cazuri este mai convenabil sa se lucreze
cu logaritmul acestei functii,

L(0)=1In(w,(x,0))

m Daca 6 este un vector cu M componente, L(60) este
si el un vector

L(0)=[L(6,).L(6, ... L(0) )]

6.4 Elemente de teoria estimarii

m Masura informatiei unui parametru in sensul
Fischer

16)= _E{é’;L(@} : _E{az Inw, (x, 9)}

9’ 06°

= Exprimare echivalenta

1(6)=E (fﬂ(ﬁ)jz . (mnwx(x,g)jz

00 00




6.4 Elemente de teoria estimarii

= O posibilitate de a gasi un estimator este de a
maximiza dupa 6 functia de plauzibilitate,

O(x)=arg ;nax{wx (x,0)}

= Un asemenea estimator se numeste de
plauzibilitate maxima.

6.4 Elemente de teoria estimarii

m Marginea Cramér-Rao reprezinta o valoare
minima pentru varianta unui estimator nedeplasat.

= In cazul unui estimator @ scalar, presupunand ci
derivata a doua a functiei L(60) exista s1 este
absolut integrabila,

Var(é?): o, 217(0)
= In relatia de mai sus se obtine egalitate daci si
numai daca estimatorul satisface relatia

ox)-0= k()"

in care K(6) nu depinde de valoarea estimata.




6.4 Elemente de teoria estimarii

m Daca aceasta limita este atinsa, se spune ca
estimatorul este de varianta minima sau ca este
eficient.

Aplicatii - 1. Estimarea valorii medii.

= Fie o variabila aleatoare reala, gaussiana,
caracterizata prin:

_(x—m )2

1 e 200

270,

m Sa presupunem cunoscut setul de observatii
independente X =[xy, X;,....xy I'. Densitatea de
probabilitate de ordinul N este deci:

w, (s m) =

p (x-m)

2

N-1
wo(xsm) = [Tw, (sm) = [[-——se >
=0

i=0 | 27107}




1. Estimarea valorii medii.

N- 1(x —m)
i=0 2 ()
8L( ) Elx, —m

i=0 O'

L(m) = —];Iln(ZﬁO'O )

= Egaland cu 0 aceasta cantitate se obtine
estimatorul de plauzibilitate maxima:

1N1

Zx

m Estimatorul este nedeplasat, caci:

E{m}= ;E{ngi} =

1. Estimarea valorii medii.

m Deoarece observatiile au fost presupuse

independente, varianta estimatorului este
2

) 1 N-1
var{i} = 2 Zévar{xl.} =2

u infine, 1(m)= —E{azL(’”)} _N

2 2
om o,

deci var(i)=1"(m)
asa incat estimatorul este si de varianta minima.
= Lucrul acesta era de asteptat avand in vedere ca

) 1 o, 0L(m)
(x)—m N,’:ZOXi m—N .




. Estimarea dispersiei.

Pentru acelasi caz al variabilei gaussiene,

5L(O'§) N 1% (x,—m)

==t

olo? 20 25 o,
Egaland cu zero se obtine estimatorul variantei:

OL (Jg )
olo;

2

-1

(xi - m)2

Daca m nu este cunoscut, se va utiliza pentru el
estimatorul obtinut mai inainte:

(x; =)’

=0 = &g_;[

I
(=]

N-1

_ L
NZ

,\2

. Estimarea dispersiei.

Sa calculam valoarea medie a estimatorului:

Blog)- 1 Z(eb7) Bla}- 2510

i=0

_ ;NZ:I(E{)CZ.Z }+ ]\;]VZ_ZINZ_:IE{XJXJ' }_i,]jz;E{xixj }j

i=0 1=0 j=0
Observatiile fiind presupuse independente:

E{x?} i=j
E{x.x.}z E{xl.}E{xj}zmz, [ %]

asa incat, finand seama si de stationaritate,

eloil= LS (M el o))l

N o\ N




2. Estimarea dispersiei.

m Se constata ca estimatorii de plauzibilitate maxima
a variantei sau ai dispersiei sunt deplasati. Totusi,
2
%,TjoE{Uo } 0y
= deci ei1 sunt asimptotic nedeplasati. Uneor1 se

prefera utilizarea estimatorului nedeplasat al
dispersiei:

3. Estimatori pentru functia de autocorelatie

= Vom considera un proces aleator stationar x(n) de
valoare medie nula, deci:

ro(m)=c,.(m)=E{" (n)x(n+m)]
m Procesul fiind ergodic,

)= fim L S ()l )

= Ne propunem sa gasim un estimator utilizand
numai setul de observatii x(n), n=0,...,N—1, deci
pornind de la:
x(n), nel0,N-1
X\ )= _ -
vl { 0 nel0,N-I]




3. Estimatori pentru functia de autocorelatie

m Vom defini;

. I & -«
ulm)= L S ey e m)

n=—00

unde M poate f1 astfel ales incat sa se obtind un
estimator nedeplasat.

= Avand in vedere suporturile finite,

suppx, (n)=[0,N —1], suppx,(n+m)=[-m,N —1-m],

m rezultd 7 _(m)=0 pentru |m|>N-1.

3. Estimatori pentru functia de autocorelatie
m Pentru m=0,...,N—1, limitele de Insumare vor f1 0 s1
N-1-m, asa incat in general vom putea scrie:

L ix;kv(n)x]v(n+m) me[0,N —1]

P (m) = Foo(=m), me[—(N-1)-1]
0, \m\ >N-1




3. Estimatori pentru functia de autocorelatie

m Valoarea medie a estimatorului este:

B (m)=— > Bl (n)x(n+m)}=
M n=0
N-1-m _
= All nzorxx(m) = NMm rxx(m), m=0,,.,N-1

= In mod asemanitor, pentru m= —(N-1),....—1 se
obtine:

Bl ()=, (m)

3. Estimatori pentru functia de autocorelatie

= Deci in general:

E{fxx (m)} =#rxx (m) , MmME [—(N—l),(N—l)]

= sirezultd o deplasare a estimatorului:

. oA _N—\m\—M
B(7(m))= E(Fy (m))=r(m)=——" —r.(m)




3. Estimatori pentru functia de autocorelatie

m Pentru a obtine un estimator nedeplasat se poate
lua M=N—|m| deci:

3. Estimatori pentru functia de autocorelatie

® sau cu o exprimare unitara:

lNz_:lx;\,(n)xN(n +m), me[-(N-1),N-1]
N_‘m‘ n=0

Fec(m) =

= Uneori se prefera sa se 1a M=N si1 rezulta:

%ix;(n)x]v(n+m) me[0,N —1]

7o (m) =1 7 (—m), me[-(N-1),-1]
0, ‘m‘>N—1




3. Estimatori pentru functia de autocorelatie

m Acesta este evident un estimator deplasat,
deoarece:

B2, (m) =", ()
m Totusicaind N — 0

imE{#, (m); = r..(m)

N—>

s1 deci estimatorul acesta este asimptotic nedeplasat.

6.5 Modelarea Proceselor Aleatoare
m 6.5.1 Modele ARMA. Forme particulare

= In multe cazuri intalnite in practica, procesul
aleator poate fi modelat ca iesire x(») a unui sistem
liniar, invariant in timp, caracterizat printr-o
functie de transfer rationala, H(z),

u(n) x(n)

%bkz_k
—[ o = e 5

m caruia i se aplica la intrare un semnal u(n).




6.5.1 Modele ARMA. Forme particulare

= Frecvent, u(n) este un zgomot alb, el fiind cel care
imprima caracterul aleator al lui x(#).

= Vom putea exprima deci x(n) cu ajutorul ecuatiei
cu diferente finite:

x(n)= ébku(n —k)- éakx(n —k)

= Model "ARMA" (auto regressive-moving
average), deci autoregresiv cu mediere mobila.

m H(z) se presupune un filtru stabil si cauzal, asa
incat nulurile lui 4(z) se gasesc in interiorul
cercului |z|=1.

6.5.1 Modele ARMA. Forme particulare

XX

P(e")=H(e") P, (")
= In cazul cand u(n) este zgomot alb, cu P, )=
})xx(eja)):GZH(ejw)Z

m Fard a pierde din generalitate, vom considera ca
a,=b =1, deoarece castigul filtrului poate f1
incorporat in ¢2.

m Se utilizeaza frecvent notatia ARMA (M, N), care
pune in evidenta gradele numaratorului si
numitorului.




6.5.1 Modele ARMA. Forme particulare

= Forme particulare

m Modelul autoregresiv (AR), notat
AR(N)=ARMA(0,N) se obtine pentru M=0.

x(n)= —é a,x(n—k)+u(n)

H(z) 1

1
A=) 4y

—k
a,z
k=1

6.5.1 Modele ARMA. Forme particulare

m Modelul mediere mobila (MA), notat
MA(M)=ARMA(M,0), rezulta particularizand
N=0:

M
x(n)=> bu(n-k)

k=0

H(z)=B(z) = :é)bkz‘k

= Un proces ARMA(M,N), pentru M s1 N finiti,
poate fi1 reprezentat printr-un proces AR(c0) sau
printr-un proces MA().




6.5.1 Modele ARMA. Forme particulare

= Exprimarea unui proces ARMA(1,1) ca un proces
AR.

-1

HE)= 220 <t <!
+a,z

m Pentru a-1 exprima ca un model AR, H(z) trebuie
pus sub forma:

H(z)=—, Cz)=1+Y ¢zt =24
(Z) C(Z) (Z) ;;Ckz z+b,

6.5.1 Modele ARMA. Forme particulare

m Dar

ck=Z1{2+%}@)

z+b,

m Deci

¢, =(a,-b)-b)" pentru k>1

m Aproximarea procesului ARMA(1,1) cu un proces
AR(L), cu L finit, va fi necesar un ordin L cu atat
mai mare cu cat nulul z = —b, este mai apropiat de
cercul |z|=1.




6.5.1 Modele ARMA. Forme particulare

= Exprimarea unui proces ARMA(1,1) ca un proces

z+b, z

H(z)="""=1+Yd,z"
zZ+a k=1
= din care
d, =27 _I{Hbl}(k) = (b, —a,)—a,)"" pentru k>1
z+a

m Si1n acest caz, daca se doreste o aproximare a
procesulut ARMA(1,1) cu un proces MA(L) de
ordin finit, L va fi cu atat mai mare cu cat polul
p =—a, al procesulut ARMA este situat mai
aproape de cercul |z|=1.

6.5.2 Relatii intre parametrii modelului si functia
de autocorelatie. Ecuatiile Yule-Walker

= Vom presupune cad u(n) este un zgomot alb cu
valoare medie nula si varianta. Atunci:

B
P2 AEI % o

z




6.5.2 Relatii intre parametrii modelului si functia
de autocorelatie. Ecuatiile Yule-Walker

m Sau

zax(z)A<z)=H*[th<z)a2

z

= Vom aplica transformata Z inversa acestei relatii si
vom tine seama ca:

Z7{P,(2)jk)=c, (k) =1, (k)

m deoarece x(n) va avea si el valoarea medie nula, si

6.5.2 Relatii intre parametrii modelului si functia
de autocorelatie. Ecuatiile Yule-Walker

m Rezulta, folosind teorema convolutiei si
cauzalitatea secventei h(n):

M M
N o> bh(l-k)=c*>bh (I-k), k=[0,M
S ar (k—1)= 12201( ) ;kz( ) [0,M]
1=0 0, k>M +1
{ m De unde:

e N M
SN ar (k-0)+c*Y bh (I-k), k=[0,M]
=1 I=k

rxx(k):< N
> ar, (k-1), k>M+1

L /=1




6.5.2 Relatii intre parametrii modelului si functia
de autocorelatie. Ecuatiile Yule-Walker

= In principiu, ele permit determinarea parametrilor
modelulu1 daca se cunosc functiile de
autocorelatie.

m Rezolvarea sistemului este simpla doar in cazul
proceselor AR, cand, deoarece M=0, dispare
practic a doua suma, care imprima un caracter
neliniar ecuatiilor.

m Pe de alta parte, ecuatiile Yule-Walker ofera o
metoda recursiva de calcul a functiilor de
autocorelatie, daca sunt cunoscuti parametrii
modelulus.

6.5.2 Relatii intre parametrii modelului si functia
de autocorelatie. Ecuatiile Yule-Walker

= Alegerea unui model adecvat procesului studiat
este esentiala. Este util ca modelul ales sa aiba un
numar minim de parametri.

= In cazul in care procesul studiat se caracterizeaza
printr-o densitate spectrala de putere cu maxime
"ascutite", este indicata alegerea unui model AR,
stiind ca asemenea maxime se obtin datoritd unor
poli situati in apropierea cercului |z|=1.




6.5.2 Relatii intre parametrii modelului si functia

de autocorelatie. Ecuatiile Yule-Walker

m Daca, din contra, ea se caracterizeaza prin minime
pronuntate, eventual anulari, este indicata alegerea
unui model MA cu zerouri situate in apropierea
sau pe cercul |z|=1.

= Cand intervin ambele tipuri de comportari ale

densitatii spectrale de putere, se va alege un model
ARMA.

m Un alt parametru ce trebuie avut in vedere este si
panta caracteristicii densitate spectrala de putere -
frecventa. O panta mare (variatie rapida) va
necesita pentru simulare un proces AR sau ARMA
de ordin mare.




