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S. FILTRE ADAPTIVE BAZATE PE MINIMIZAREA
ERORII MEDII PATRATICE

] functia cost este eroarea medie patratica, J(n)

] ecuatiile Wiener-Hopf nu ofera o solutie practica
] complexitate aritmetica ridicata
] necesita functiile de autocorelatie
'] se doreste un algoritm recursiv



Minimizarea unei functii reale de variabila complexa
Teorema
O functie f(z,z*): CY — R are directia de variatie maxima dati de gradientul complex V,-{f(z,z*)}.
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5.1 Metoda pantei descendente maxime (Steepest Descent - SD)

1. - Se porneste de la o valoare initiala a coeficientilor W(O)
(eventual w(0)=0).

2. - Se evalueaza directia pantei maxime de crestere in jurul
acestui punct pe suprafata J(w). Aceasta este exprimati
prin gradientul complex V . (J(w)).

3. - Se reactualizeaza coeficientii printr-o deplasare pe
directia pantei descendente maxime. Aceasta este
echivalent cu o deplasare pe directia opusa gradientului
cuunpas 4, peR,:

W(n+1) = W(n)—,uV(J(n))

4. - Se reia procedeul din punctul 2.



5.1 Metoda pantei descendente maxime (Steepest Descent - SD)

win)=[wo ()i () wy 1 (n)]
V_.(J(n))=—p+Rw(n)

W(n+1) W(n),uV(J(n>

wln+1)=w(n)+ u(p—Rw(n))




5.1 Metoda pantei descendente maxime (Steepest Descent - SD)
Analiza stabilitatii algoritmului

Vom introduce vectorul eroare a coeficientilor,

c(n): W(n)—wo, Rw, =p

w(n +1)=w(n)+ u(p — Rw(n ¢(n+1)=(I-puR)e(n)

e(n+1)=[1-pQA Q' k(n)



5.1 Metoda pantei descendente maxime (Steepest Descent - SD)
Analiza stabilitatii algoritmului

c(n+1)= (I—uQA QH)c(n)

Qc(n+1)=1-pA )Qcn)
Vom introduce vectorul eroare rotit, v(n),

v(n)= Q" e(n)= Q" (w(n)-w,)

Qec(n+1)=(1-pA QP ey v(n+1)=(I-pA v(n)




5.1 Metoda pantei descendente maxime (Steepest Descent - SD)
Analiza stabilitatii algoritmului

v(0)=Q" (w(0)-w,)
vk(n +1): (l—y/lk)vk(n), k=12,---,N

v ()= (1= pAy. ) vy (0)
Stabilitatea schemei, deci convergenta algoritmului impune ca
vi(n) sa tinda la 0 cand n — oo. Pentru aceasta este necesar si
suficient ca:
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5.1 Metoda pantei descendente maxime (Steepest Descent - SD)
Analiza convergentei

A € Ry = w(n) vadescreste cdtre 0 fard oscilatii. Distingem cazurile:

a) O<pudy <1 sau O< < /% = v (n) descresc uniform
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5.1 Metoda pantei descendente maxime (Steepest Descent - SD)
Analiza convergentei

b) —-1<1-wul, <0 sau L<,u<i - sir alternat
Ak Ak
_ -nlty 1) 0 =_;
o) =0, =
A vi(n) /Avk(n) \
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5.1 Metoda pantei descendente maxime (Steepest Descent - SD)
Analiza convergentei

Il
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Coeficientii wi(n) se pot exprima sub forma

N

W)= wo +Q(n)= Wy + Sy ()
k=1

N

w; (1) =wo; + Z(qika (0)1— uAy )" )= Woi + %(qik% (0)s ek )
k=1 k=1



5.1 Metoda pantei descendente maxime (Steepest Descent - SD)
Analiza convergentei

N
w(n)=w, +Qv(n)=w, + 3 azvi ()
N k=l N
() = iy + kz(ql-kvk )1 - ity V' )= i + kZ(qika (O)s? % |
| =1

1 Convergenta coeficientilor are loc dupa o suma ponderata
de exponentiale.
] Se obtine viteza de convergenta maxima atunci cand qyvi[0]
sunt nuli, pentru toti k, exceptand valoarea corespunzatoare lui Ayjax.
"] Daca nu sunt precizate conditiile initiale, in cazul cel mai
defavorabil, viteza de convergenta este determinata de A, -



5.1 Metoda pantei descendente maxime (Steepest Descent - SD)
Analiza convergentei

1
U=r , O<r<l
ﬂ“max
N 1 n
)=+ 3| aon0f 12|
k=1 max

Termenul cel mai lent descrescator este acela care contine factorul

n
(1 _ /Imin j
Amax

R rdu conditionata (raport Aya/Amin mare) = convergenta lenta.



5.1 Metoda pantei descendente maxime (Steepest Descent - SD)
Curba de invatare

)= Eleln)?

e(n) d( )—w (n)x(n ) d(n ) (n)X(n) ¢ (n)x(n)=e, ( )—c¢' (n)x(n)
Eleq (n)= " (n)x(m)le3 (1)~ x" (k)= Ee, (e }
—E{e n)x (n)e( } E{cH }+ E{cH n)x(n)x’? )}

c[n] este determinist, e, satisface pr1nc1p1u1 ortogonahta’;n —
J(n) =J min + ! (n)Rc(n)



5.1 Metoda pantei descendente maxime (Steepest Descent - SD)
Curba de invatare

J(n) =J min cH(n)Rc(n)

Sau
J(n)=J i+ (MQAQ e(n)=J i + v (n)Av(n)
sau scalar:;

N N
J(1)= T min + 2 24k (1) i+ 3 2 (1= 112 )"l 0) =
= P

ul 2n/ 2
—zn/T
=S min + Zﬁke g ‘Vk(o)‘
k=1
Curba obtinuta reprezentand J(n) este curba de invatare a
algoritmului. Indiferent de conditiile initiale v4(0), eroarea medie
patratica tinde catre J,;, daca este indeplinitd conditia de stabilitate.



5.1 Metoda pantei descendente maxime (Steepest Descent - SD)
Curba de invatare

N=2 = J(n)—Jminlelvlz(n)+/12v§(n)

<
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Intersectiile cu plane J=const sunt elipse cu semiaxele

0= (J(n)_']minjl/z’ . (J(n)_Jmin Jl/z

4




5.2 Algoritmul gradientului stohastic
(LMS)

In cazul metodei SD ajustarea coeficientilor se face pe baza gradientului erorii
medii patratice:

V(J(n)) =—p+Rw(n); R= E{X(n)xH (n)}, p= E{x(n)d* (n)}
Mediile statistice in general nu sunt insa cunoscute. Se recurge la o estimare a

gradientului utilizand niste valori estimate pentru cele doud matrice renuntand
la operatiile de mediere statistica:




5.2 Algoritmul gradientului stohastic
(LMS)




5.2 Algoritmul gradientului stohastic
(LMS)

w(0)=10
for n=0,1,2,---
y(n)=w" (n)x(n)
e(n)=d(n)- y(n)

w(n+1)=w(n)+ ux(n)e” (n)
end




5.2 Algoritmul gradientului stohastic
(LMS)

Observatii

- Complexitate aritmetica: 2N+1 inmultirt s1 2N adunan
pentru fiecare iteratie

- Avand in vedere criteriul de optimizare se intidlneste in
limba engleza sub denumirea Least Mean Square (LMS).

- Fiind calculat de fiecare data utilizand setul de esantioane
x[n], ce au un caracter aleator, fara a efectua o mediere,
gradientul estimat va avea de asemenea un caracter aleator.

- Inmultirile cu x[n] din schema algoritmului dau acestuia

un caracter neliniar



5.2 Algoritmul gradientului stohastic
(LMS)

Analiza convergentei

Probleme de convergenta
- Tinde valoarea medie a vectorului w(n) catre w, atunci cand
n—»? In caz afirmativ, se zice ci algoritmul este convergent in
medie.
- Tinde J(n) catre o valoare finita atunci cand » - «? In caz
afirmativ se spune ca algoritmul este convergent in medie

patratica.



5.2 Algoritmul gradientului stohastic
(LMS)

Ipoteze de independenta:
- x(1),x(2),--,x(n) sunt statistic independenti.
- x(n) s1 d(n) sunt statistic independente fata de d(1),...,d(n-1).
- vectorul de intrare x(n) si d(n) formeaza impreuna un set
de variabile aleatoare gaussiene.

Datorita lipsei medierii in calculul gradientului apare un zgomot de gradient

WJ (n))=V(J(n ))+ N( )
N(n)=V(J(n))=E{V(J (n))} =~(x(n E{x(n)e’ (n)})
{ (n)}=0



5.2 Algoritmul gradientului stohastic
(LMS)

Pe de alta parte, relatia de reactualizare a coeficientilor devine
W(n+1):w(n)—,u(VJ(n)+N(n))=w(n)+,u(p—RW(n))—,uN(n)
w,+e(n+l)=w, +c(n )+y(p Rw, —Re(n ))—yN(n)
¢(n+1)=(I-uR)e(n)=uN(n)
v(n+1)=(I-puA)v(n)—uQ"N(n)

(
Etv(n+1)j=(I- uA)E{v(n);



5.2 Algoritmul gradientului stohastic
(LMS)

Avand in vedere analogia formalda dintre aceastd ecuatie si cea corespunzdtoare in cazul
algoritmului SD, concluziile trase acolo pentru vectorul eroare a coeficientilor se pot transpune
aici pentru media acestui vector. Algoritmul LMS este convergent in medie daca:

O<u<

max

wi(0) | Wi(n)
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5.2 Algoritmul gradientului stohastic
(LMS)

Analiza convergentei in medie patratica
J( ) min T E{cH n x(n)xH(n

Ee (n)x(n)x 7 (n)e(n){= Efrie? (n)x(n)x (n)e(n) )
-u&&@) (ﬁEHm#ﬂm}
C(n)=Efe(n)e™ (n)

J(n) = Jmin + tr{RC(n)} = Jmin +Jex (n)

0
Elrl(ox (ne(nke™ ()=

tr{RC(n)}



5.2 Algoritmul gradientului stohastic
(LMS)

J(n) = Jmin + tr{RC(n)} = Jmin T Jex (n)
unde J(n) reprezinta o eroare in exces.
J(n)=Jmin + tr{QAQHC( )} Jmin + tr {AQHC )Q }: Jmin + tr{AK(n) }
unde
K(n)= {<n> " (n)f-Q"c(n)Q
N
n) Zﬂ’ ll(

i=1

In raport cu filtrul optimal, apare deci o eroare medie patratica suplimentara, sau in

exces, notatd cu J,, ce poate fi pusa pe seama zgomotului de gradient. Pentru
evaluarea sa sunt necesari termenii de pe diagonala principala a matricei K(n).



5.2 Algoritmul gradientului stohastic
(LMS)

S ex (n): ex (OOjEJtr (n)
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5.2 Algoritmul gradientului stohastic
(LMS)

Se defineste dezadaptarea (misadjustment) prin
N
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5.2 Algoritmul gradientului stohastic
(LMS)

Are in general o tendinta de scadere cu micsorarea pasului u, de

crestere cu ordinul filtrului N, s1 e proportional cu puterea medie a
semnalului de intrare.

Componenta tranzitorie J, (n)—>0 cand n — oo daca

O<u< M
Amax i=1 2— pd
Daca 0 < 4 <<'1 ambele conditi1 sunt indeplinite daca

2

N
2.4
j=1

O<u<



5.2 Algoritmul gradientului stohastic
(LMS)

N
S 4, =Nr(0), H0)=Ep*(1—k)xln— k)= Py, k=01 N -1
j=1

P, reprezinti puterea secventei x(n), deci o formid simplificati a conditiei de
convergenta este:

O<y<i; MzﬂPx
NP, 2

Se poate introduce o constantd de timp medie:
. 1
med 2 phmed
care caracterizeaza viteza de scadere a partii tranzitorii a erorii.
Se constata ca daca u este mic, constanta de timp e mare, conducdnd la o
adaptare lenta, dar dezadaptarea este mica.



Exemplu — efectul valori pasului p

Identificare de sistem-curba de invatare
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5.3. Metoda gradientului stohastic normalizat

(Metoda normalizata a minimizarii erorii medii patratice -
NLMS)

Poate fi privita ca o problema de optimizare cu constrangeri. Ne propunem sa
determinam noile valori w(n+1) ale coeficientilor astfel incat sa se minimizeze
norma euclidiana a variatiei:
ow(n+1)=w(n+1)—w(n)

cu conditia ca:

WH(n+1)X(n):d(n) (D)
dec1 noii coeficienti sa aiba acele valori care, cu un tact mai inainte, ar fi anulat eroarea.
Vom constitui functia cost reala:

J(n) = |6wln + 1) + Refalw? (n + Dx(n)— d(n)]

care 1s1 atinge minimul odata cu Héw(n + I)H daca este indeplinita conditia (1)



5.3. Metoda gradientului stohastic normalizat

oooooo

NLMS)

J(n)=wH (1) = wH ()| w
+%[/I(WH(n+1)x(n)—d(n))+ i

=wh (n+1)w(n+1)- WH(n +1)w(n)- wh (n)w(n+1)+ wh (n)w(n)+



5.3. Metoda gradientului stohastic normalizat

(Metoda normalizata a minimizarii erorii medii patratice -
NLMS)

Pentru a gasi vectorul w(n+1) ce minimizeaza aceasta expresie vom aplica metoda
gradientului complex.

Vw*(nﬂ)(}“WH (n+1)x(n)+Ax" (n)w(n+1 ): Ax(n)

Rezulta:



5.3. Metoda gradientului stohastic normalizat

(Metoda normalizata a minimizarii erorii medii patratice -
NLMS)

A se obtine punand conditia
wh (n+1)x(n)=d(n)
Pentru aceasta se inmulteste la stanga cu x"(n) relatia:

w(n +1)=w(n)= —%xix(n)




5.3. Metoda gradientului stohastic normalizat

(Metoda normalizata a minimizarii erorii medii patratice -
NLMS)

Noii coeficienti se vor calcula deci cu formula:

win+1)= w(n)+——— x(n)e* (n)
[x(n)’

Se obignuieste sa se introduca o scalare a pasului cu o constanta z, deci:

Jx(n)*

Poate fi echivalat cu algoritmul gradientului stohastic pentru:
7]

Ix(n)?
in care pasul este variabil.
Convergenta in medie patratica este asigurata daca:
O<u<?2

[W(n+1):w(n)+ Z x(n)e*(n)}

uln) =



5.3. Metoda gradientului stohastic normalizat

(Metoda normalizata a minimizarii erorii medii patratice -
NLMS)

Evitd prin normare amplificarea zgomotului gradientului, in expresia coeficientilor
w(n+1).
Apar in plus un numar de N inmultirt s1 N-1 adunari la calculul fiecarui coeficient, ca

e ey 2
urmare a necesitatii evaluaru lui Hx n)ﬂ . Eventual

e(n)f” = Z\xn R =fxln =D +x(n)” | =)

Frecvent

w(n+1)=w(n)+ H x(n)e” (n); a>0

a +|x(n)*

unde a este o constanta micd, adaugata pentru a evita impartirea prin zero.




5.4 Metoda gradientului pentru structuri latice (GAL)

Ne punem, pentru inceput, problema proiectarii unui predictor latice adaptiv.

Vor trebui deci optimizati coeficientii &, 1ar functia cost poate fi definitd pornind de la
eroarea de predictie directa, inversa, sau compusa.

Sa consideram o celulda m a filtrului s1 sd determinam k,,, asa incat sa fie minimizata
eroarea medie patratica de predictie, in forma compusa,

() e
o
o—— -1 o)
: ' > b (n)
e n
351—1(”) "




5.4 Metoda gradientului pentru structuri latice (GAL)

Abordarea SD.
Conform metodei gradientului, va trebui luat 4,,(n+1),

k,(n+1)=k,(n)—uV, (Jm (n))
Va trebui deci evaluat gradientul complex in raport cuk®,:

Vo 0) = NV, e )l )+ e ()9 ey )+

5 e OOV 0 017 )

Vom folosind rela‘;ule de recuren‘;a
en];(n)zen];_l( )+k em 1( —1)
e,l;,l (n) = k;;enf;_l (n)+ 851_1 (n — 1)
ki = ki + k2,

(2)



5.4 Metoda gradientului pentru structuri latice (GAL)



5.4 Metoda gradientului pentru structuri latice (GAL)

Rezulta deci:

Ko (14 1) = K (1) = 110 Bl (2)e2  (n=1)+ 2 ()e)_, ()]
sau aplicand (2)

k (n+1)= km(n)[l— " E{‘efn_l(n_l)‘z et WH—

~2u,Blel (n)ey (n—1)}
Conditia de stabilitate este:




5.4 Metoda gradientului pentru structuri latice (GAL)

Abordarea LMS
Cum 1nsa mediile statistice nu sunt in general cunoscute, se
prefera de obicei utilizarea gradientului stohastic, renuntand la
operatiile de mediere:

Ko (1+1) = Ky ()= gt Bty () (2 =1) €5 e,y ()




5.4 Metoda gradientului pentru structuri latice (GAL)

Abordarea NLMS
Se poate utiliza un algoritm normalizat, normand incrementul la
energia erorii de predictie compusa, corespunzatoare intrarilor celulel m:

u
/= (n)

e ()= EfJe () +[e (-1

Ho = t, (1) =



5.4 Metoda gradientului pentru structuri latice (GAL)

Aproximativ

W ()= 3 [Jel (O +]et (-1) |-

n -

=~ (=1, (n=1)+ el (n)

n

Uneori se introduce un parametru 0<B<I, care permite alocarea unor ponderi
diferite pentru esantioanele precedente si cele actuale:

W, (n)= ﬂWm_l(n—1)+(l—,b’)( o/ (n)2 +e,lz,,1(n—1)2)

m—1



5.5 Algoritmul LMS pentru structuri latice-scara

Algoritmul GAL permitea obfinerea unui predictor. Pentru a obtine un Filtru adaptiv
se adauga o structura in scara.

e({ (n) elf (n) e{ (n) e](,(n)
(1) 0 L 0 —o0
o—4¢ kl k2 kN
O e (n) | s O e (n)
ho(n) h (n) hy(n) hy (n)‘Yr
(N T T °



5.5 Algoritmul LMS pentru structuri latice-scara

Abordarea SD

Punem conditia ca iesirea sa estimeze cat mai corect un semnal dorit d(n).
h(n) = (o (), (n), -+ iy (n))
e ()= el ()b (n) . )]
e(n)=d(n)= y(n)=d(n)-n" (n)e} (n)

Coeficientit k; se calculeaza cu algoritmul GAL, iar 4; din conditia minimizarii

functiei cost |
7(r)= E{eln)?



5.5 Algoritmul LMS pentru structuri latice-scara

Conform ecuatie1 Wiener-Hopf, coeficientii optimi sunt dati de

Reho =Yed

R, =B} (e} (n)p  1og = Bl (n)d*(n)|

In cazul coeficientilor ; optimi, iesirile laticel sunt ortogonale,

0, r+l
Eb (n)e!* (n)]= E(

2
ef(n)‘ j:Jf, r=1

R, = diag{]g,Jlb,---,J]]{/}

1 |

o =5 ERL (0" (1),
Jk

unde




5.5 Algoritmul LMS pentru structuri latice-scara

Pentru un algoritm recursiv, recurgem la metoda gradientului. In varianta SD:
h(n+1)=h(n)—uvJ,(n)
V(Jy(n))=-r,+Rh(n)=

——E{&, (m)d" (m)} + Efel (n)el (m)}h(n)
Abordarea LMS

Cum valorile medii nu sunt in general cunoscute, aplicam metoda gradientului stohastic (LMS),

@(JN (n)) =—€’ (n)d (n) +e) (n)eva (n)h(n) =—€ (n)e* (n)




5.5 Algoritmul LMS pentru structuri latice-scara

Varianta pentru generarea erorii de estimare.

e({ (n) elf (n) e{ (n) e]{](n)
x(n) 0 O-mmmmmmmm - 0 —o
o4 k, k kn
el (n) e (n) | o o e (n)
d (n) “hole) ~hi(n) ~h3(n) —hy (n)
U U N 7 o
e(n)

Avantaj: convergenta mai rapida, datorita decorelarii datelor, de catre structura
latice.

Dezavantaj: complexitate aritmetica mai ridicata



