


6.1 Metoda standard a celor mai mici patrate (LS)

6.1.1. Functia cost

O functie cost fara medi1 statistice:
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6.1 Metoda standard a celor mai mici patrate (LS)
6.1.1. Functia cost

o{n)= ()= y(n) =)= 3 v} (n)ln—k) = )= w (n)x(on)

k=0
x(n) = [x(n), x(n —1),...,x(n - N + 1)]T
Vom presupune ca dispunem de setul de esantioane:
x(1),x(2),...,x(M), M > N.

In expresia lui J intervin esantioane de la i1-N+1 pana la i,, = =N, i,=M, asa incat
in expresia lui J intervin numai esantioanele cunoscute ale observatiei. Vor trebui
deci determinati coeficientii filtrului, wy, pentru care:

I= Sela)’
n=N

este minim.
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Vom exprima
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s1 matricea de dimen




6.1 Metoda standard

Rezulta functia cost:

Metoda de opti

cunoscuta sub
prescurtarea




6.1 Metoda standard a celor mai mici patrate (LS)
6.1.1. Functia cost

Vom introduce matricea:

@®(0,0) ®(1,0) d(N -1,0) |
®(0,1) d(1,1) d(N —1,1)
o=A"A=
_cp((),)\f—l) @(1,&—1) | cD(N—i,N—l)_
Sau B
®= Y x(ix ()
A | i=N

M *k
d(p,r)= > x (k- p)x(k—r)
k=N

reprezintd un estimator temporal al functiei de autocorelatie, deci se poate
considera ca matricea introdusd reprezinta de fapt un estimator al matricei de
autocorelatie. Este o matrice hermitica, pozitiv semidefinita, cu valori proprii reale si
pozitive, dar nu mai e Toeplitz.
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6.1 Metoda standard a celor
6.1.2. Ecuatia normala. Pri

Pentru minimizarea functiei cost 1
gradientul complex al acesteia:

Ecuatia normala
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Daca matricea de
setul de coeficie




6.1 Metoda standard a celor mai mici patrate (LS)
6.1.2. Ecuatia normala. Principiul ortogonalitatii

Principiul ortogonalitatii
Afa-AfAw, =AT(d-Aw,)=A"e ., =0
M
> x(i = kemin(i)=0, k=0,.,N-1
i=N
Punand matricea A sub forma

a” (N)
H .
AHemin: y (N 1) emm:O
a” (1)
Sau
a (n)e . =0, n=1--,N

Vectorul erorilor este ortogonal pe vectorii avand drept componente cele M-
N+1 esantioane corespunzdtoare oricdruia dintre semnalele din linia de
intarziere a filtrului, in cazul cand coeficientii au valorile optime.






6.1 Metoda standard a

Interpretare geometricd. Fi

Evident, deoarece

vectorul y,, aparti
y, este ortogo



6.1 Metoda standard

Avand in vedere interpretar

matricea de proiectie a

Vom introduce de a




6.1 Metoda standard

Din relatiile de ortog

si respectiv,

In fine,




6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A
PROBLEMEI CELOR MAI MICI PATRATE

Coeficientii optimi sunt radacinile ecuatiei:
ow=0, ®=A"A 0=-A"d

Matricea @ nu mai este o matrice Toeplitz — algoritmul Levinson-Durbin nu mai
poate fi aplicat pentru rezolvarea sistemului.

Rezolvarea sistemului presupune inversarea matricei @.

Numarul conditional al matrice1 @ este patratul numarului condifional al
matricei A — erori importante in calculul inversei.

In plus, gama dinamica a elementelor matricei ® este mare ca urmare a
efectudrii produsului.

De aceea este mai indicat sa se caute alte metode de rezolvare a sistemului fara
a apela la calculul inversei matricei ®.



6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A
PROBLEMEI CELOR MAI MICI PATRATE

Scriind sistemul sub forma:
ATAaw=A'a
se constata ca el este satisfacut daca
Aw =d
Conditia aceasta este suficientda, dar nu si necesard; ea presupune de fapt anularea
erorilor si sistemul respectiv nu este compatibil decat in cazuri cu totul particulare
(este un sistem de  P=M-N+1 ecuatii cu N necunoscute).



6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVA

superior triunghiu




6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR
MAI MICI PATRATE
6.2.1 Factorizarea Cholesky

Realizarea descompunerii.
Sa vedem cum poate fi realizata aceasta factorizare printr-un procedeu recursiv.
Vom nota ¢; ;elementele matricei ®. Evident:
min{i, j } .
o= 2. luljk
k=1

2
e11 =101 = hi=+e1
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6.2 METODE EFICIENTE DE REZ

In general, se poat




6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEM
MAI MICI PATRATE
6.2.1 Factorizarea Choles




6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR
MAI MICI PATRATE
6.2.1 Factorizarea Cholesky

Rezolvarea sistemului
LL7w=0
Prima etapa: vom rezolva sistemul
Lu=0 unde u=L"w

Datorita caracterului triunghiular al matricei L sistemul se rezolva
simplu prin substitutii succesive, incepand cu:
_o

I
s1 continuand apoi conform relatiei:

1 i—1
Uiy =— QZ—ZZUM] . i=2,...,N
lij =

]



6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR
MAI MICI PATRATE
6.2.1 Factorizarea Cholesky

A doua etapa: se va rezolva sistemul:

H

L""w=u
avandu-se in vedere ca de aceastda datda matricea sistemului este superior
triunghiulara:

(27)
="
INN
(L |
Ml):l—” 1,%-— ijljl 1= —],N_Zl
w - j=H

In mediul MATLAB, instructiunea R=CHOL(X) , unde X este o matrice
hermitica pozitiv semidefinita, genereaza o matrice superior triunghiulara R, astfel
incat:

RIR=X



6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR MAI
MICI PATRATE

6.2.2 Factorizarea LDU

Ne propunem sa realizam o descompunere a matricei ® sub forma:
®=-LDbU, U-=L"
unde L este o matrice inferior triunghiulara, avand /;=1, i=1,...,N, 1ar D este o

matrice diagonala, cu elementele notate cu d;.
Realizarea factorizarii

j *
0 = D likdiljx,  J=12,0

k=1
Coeficientii /; si d; vor putea fi calculati recursiv:
dy =1
lll —@, 1—2, ,N
dy

i—1 )
di =@ — Z‘llk‘ dk = 2,...,N
k=1

d; k=l

1 = . .
ll] = [(DZJ = lekdkl]k) 1= 2,...,N, J = 2,...,1 -1
J



6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR
MAI MICI PATRATE
6.2.2 Factorizarea LDU

Rezolvarea sistemului
Prima etapa: se rezolva sistemul:

Lu=0, unde u= DL w

Avand in vedere structura matricei L, sistemul se rezolva simplu,
prin substitutii:
up =0

i—1
uizﬁi—Zlijuj, i:2,...,N
J=1



6.2 METODE EFICIENTE DE RE

A doua etapa:




6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR
MAI MICI PATRATE
6.2.3 Factorizarea QR

Factorizarea matricei A sub forma:

i

A este de forma PxN, P=M-N+1;

R este o matrice superior triunghiulara, NxN

Q matrice unitara, PxP.

Presupunem P> N = sistemul Aw=d este supradeterminat.

n-o'[,



6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR
MAI MICI PATRATE
6.2.3 Factorizarea QR

Ecuatia normala devine:

H H
AfAw=A"ad = Fﬂ QQ’! Pﬂw — {ﬂ Qd

Vom face o partitie a vectorului Qd de dimensiune Px1 sub forma:

=l
CP-N

H H

Cum R este o matrice triunghiulara, sistemul se rezolva simplu prin substitutii.
®=-ATA=RYR
deci R" este factorul Cholesky al matricei ®.

Numarul condifional al matricei R este egal cu cel al matricei A, deci este mai
mic (radacina patratd) fata de cel al matricei ®@.



6.2 METODE EFICIENTE D




6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR MAI
MICI PATRATE

6.2.3 Factorizarea QR
6.2.3.2 Metoda rotatiilor Givens

Rotirea unui vector real:
v=[v,v ]T = [rcosa, rsin a]T

_ o _W

Vi
Fie o matrice unitara

= cosf sinpf
_{—sinﬂ cos,b’}

e

reprezintd un vector rotit fata de v cu unghiul p.

Produsul:



6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR
MAI MICI PATRATE
6.2.3 Factorizarea QR
6.2.3.2 Metoda rotatiilor Givens

Produsul:
rcosla —
v=Tv=| (@~ p)
rsin(a — B)
reprezinta un vector rotit fata de v cu unghiul p.
In particular, se poate alege f astfel incat:

: %
vi=—visinff+wvmcosf=0 = tg,Bz—2
Vi

—S C 2 2 2 2

c S v : V
T:{ }, c=cosf = 1 , S=sinf = Z
Vi tV) Vi +V)



6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR
MAI MICI PATRATE
6.2.3 Factorizarea QR
6.2.3.2 Metoda rotatiilor Givens

Rotatia unui vector v complex.

Vom accepta totusi fara a reduce generalitatea ca v, este real si pozitiv.

Pentru a obtine:
r
Tv :{ } —
0
%k

T:[C d } r:\/‘v1‘2+‘v2‘2, c=v71, S=v72

) C



6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR
MAI MICI PATRATE
6.2.3 Factorizarea QR
6.2.3.2 Metoda rotatiilor Givens

Rotatia unui vector N- dimensional
Sa presupunem ca vectorul N- dimensional v cu componentele v; si v, nenule,
v; real s1 pozitiv si dorim sa anulam componenta k. Se constituie matricea Tj :

1 . . .. 0 . . . 0 . . .0
: 3
0 C S 0
Tjk —
0 -5 C 0
0 0 0 1




6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR
MAI MICI PATRATE
6.2.3 Factorizarea QR
6.2.3.2 Metoda rotatiilor Givens

v *
] =5 , 1

Tk S e T Lk
P+l

1ar toate celelalte elemente corespund uner matrice unitate.
vi=T;v

N
s+

vl _vlﬁ l:'é]a

\/‘ ]‘ +“’k\ >




6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR
MAI MICI PATRATE
6.2.3 Factorizarea QR
6.2.3.2 Metoda rotatiilor Givens

Rotatia aplicata unei matrice
In fine, sd considerdm cazul cand T}, actioneazi asupra unei matrice A de dimensiune
PxN:
A'=T ;A
Presupunand ca T are structura prezentatd mai inainte, rezultd ca va actiona numai

asupra liniilor j si1 £, celelalte elemente ramanand nemodificate. Mai precis,
E
aj=caj;+s a; A = —SAj; +Cag;;

Ne propunem sa anulam elementul a}g- . Presupunand a;; real s1 pozitiv s1 alegand:

a .. a,.
kj
J , §= J

2 2 2 2
‘“ﬂ" +\ak,~\ ‘“ﬂ‘ +\ak,-\

CcC=

se obtin:

,_\/ 2 2 g
i ‘“jj‘ +‘akj‘ > g =



6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR
MAI MICI PATRATE
6.2.3 Factorizarea QR
6.2.3.2 Metoda rotatiilor Givens

Procedeul poate fi aplicat succesiv pentru triangularizarea matricei A.

Se incepe cu anularea elementelor de pe prima coloana si liniile 2,3,...,P. Pentru
aceasta se vor lua succesiv pentru j,k perechile ( 1,2 ), (1,3 ),...,( 1,P). Prin P-1
asemenea operatii se anuleaza ay, k&=2,..,P.

Se trece apoi la coloana a doua, urmarind sa se anuleze ay,, k=3,...,P si asa mai
departe, pana la ultima coloana.



6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR MAI
MICI PATRATE
6.2.3 Factorizarea QR

6.2.3.3 Realizarea rotatiilor Givens cu ajutorul algoritmului CORDIC

CORDIC (COordinate Rotation DIgital Computation)
cosf sing | 0---0ay a;;y - ajy _ 0---0 a'jj a'j,j+1 a'jN
_Slng COSH 0.0 akj ak,j+]. 50 c akN 4 O...O al’fj al’f,j'f‘]. 000 al’CN

a

Ji %
, de forma { }, pe care
ajj %

il vom numi vector director, trebuie astfel rotit incat sa devina coliniar cu axa Ox;

Argumentul 6 se alege asa incat aj; =0, deci vectorul {

a :: 0 0 5
J’} i > j vor firotiti cu acelasi unghi
l

apol tof1 vectoril urmatori {
ar;



6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR
MAI MICI PATRATE
6.2.3 Factorizarea QR
6.2.3.3 Realizarea rotatiilor Givens cu ajutorul algoritmului CORDIC

a’; ajcost+aysing aj+aptgd
= : = cos @
aj —a;siné +ay cosd ap—a;tgl
tg¢9:2_i, ieN
a'; a;+a; 2"
|:,]:|=COS(9 J RS
Aaj ak—aJ-Z_l

w .
0=> p, pj=tl, 6 =arctg2™
i=0

Daca

& poate fi exprimat

(0.0)
K =]]cos¥;
i=0



6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR
MAI MICI PATRATE
6.2.3 Factorizarea QR
6.2.3.3 Realizarea rotatiilor Givens cu ajutorul algoritmului CORDIC

asa incat o rotatie se reduce la efectuarea succesiunii de operatii:

.o~ Kla;.a

o0, a0 00+ 2000 00— 2040
ag-z),al(cz)_: _ag-l)+p12._1al(€) () P12 1a51)

= ay) + pl:2_ial(€i), al(ci) — pi2_ia§.i)

Problema determinarii unghiului @, deci de fapt a parametrilor binar1 p; = %1

pi = senla))sgnlal?))= sgnla?)

J



6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR

MAI MICI PATRATE
6.2.3 Factorizarea QR

6.2.3.3 Realizarea rotatiilor Givens cu ajutorul algoritmului CORDIC

A

PO

P1

P2

PL




6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR MAI
MICI PATRATE
6.2.3 Factorizarea QR

6.2.3.4 Transformarea ( reflexia ) Hauseholder

H=1- 2uuH
unde u este un vector de norma unitara

uHu:I

Matricea H a transformarii este hermitica unitara:
H=H"
HH = HH = [ - 200 J1 - 200" )=1- 4uu?” + 4uuuu? =1

Se verifica usor ca daca se alege

u L3 = Hx=-Xx
x|



6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR
MAI MICI PATRATE
6.2.3 Factorizarea QR
6.2.3.4 Transformarea ( reflexia ) Hauseholder

Interpretare geometrica

P,(x)= (uH x)u
reprezinta proiectia vectorului x pe vectorul u si
Hx = x — 2uu’x = x2(ux)u X2P

Hx reprezintd imaginea oglindita (reflexia) lui x in raport cu hlperplanul
ortogonal pe vectorul u.

2P, x



6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR
MAI MICI PATRATE
6.2.3 Factorizarea QR
6.2.3.4 Transformarea ( reflexia ) Hauseholder

Fie un vector e; avand toate elementele nule, cu exceptia elementului i care are
valoarea 1. Sa consideram transformarea definita prin vectorul:

X~ |x]e;

u=
x|

Se gasesc :
I )
x—lxle| = [xe]
SR W (5 % 1 (Y EY O 7
[ — e x—xe;) 2Jx](-x:)
Hx = e,
Deoarece:

2
e = (6" et ) =21 ) 0
rezulta ca x; trebuie sa fie real si
x| -x; >0



6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR
MAI MICI PATRATE
6.2.3 Factorizarea QR
6.2.3.4 Transformarea ( reflexia ) Hauseholder

Aceastd proprietate face transformarea Householder utila pentru triunghiularizarea
unel matrice si deci si pentru rezolvarea ecuatiei normale prin descompunere QR.
Matricea A poate fi scrisa:
T
A = [31,32,...,3]\[], a; = [all-,azl-,...,apl-]
O prima transformare urmareste eliminarea elementelor coloanei 1, mai putin a;;.
aj —[aj]e;

u =
L —aufe]

H; = I—2u1ufi

PORSEOE
11 12 IN
0 a(l) . 4 a(l)
22 2N
H A =
0 al) . a), |




6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR
MAI MICI PATRATE
6.2.3 Factorizarea QR
6.2.3.4 Transformarea ( reflexia ) Hauseholder

Urmatoarea etapa va consta in anularea termenilor coloanei a doua, situati sub
diagonala principala, luand

a) —[asle;
a5 —[a3]e,)|

3'2 — [O, aglz),..., ag%r

Elementele primei linii si ale primei coloane nu sunt modificate de transformare.

gomns

ll2=

o 2)
2 2
O a22 . . . azN

H,H/A =




6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR
MAI MICI PATRATE
6.2.3 Factorizarea QR
6.2.3.4 Transformarea ( reflexia ) Hauseholder

Presupunand P>N, dupa N asemenea operatii se obtine:
R

Q=Hy_Hy_»..H;
s1 sistemul se rezolva dupa cum s-a aratat in paragrafele precedente.



6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR MAI
MICI PATRATE
6.2.4 Descompunerea matricei A dupa valorile singulare
6.2.4.1 Teorema descompunerii dupa valorile singulare. Pseudoinversa unei matrice
dreptunghiulare.

Exista doud matrice unitare V si U, asa incat:
H X0 .
U AV = ol unde X = diag(oq, 09,...,0,)

o; se numesc valorile singulare ale matricel A, iar patratele lor coincid cu valorile

proprii ale matricei ®. Ele sunt reale si pozitive si le vom presupune ordonate
01207 2...20, >0, 1ar r este rangul matricei A. U este o matrice de dimensiuni
PxP,

U= [ul, u,..., up],
1ar vectorii coloand u; se numesc vectori singulari la stanga ai matricei A. V este o
matrice de dimensiuni NxAN,

V= [Vl, V9, VN]
iar vectorii coloana v; se numesc vectori singulari la dreapta.



6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR
MAI MICI PATRATE
6.2.4 Descompunerea matricei A dupa valorile singulare
6.2.4.1 Teorema descompunerii dupa valorile singulare. Pseudoinversa unei

matrice dreptunghiulare.

Se defineste pseudoinversa matricei A
-1
at=v|Z YA
0 0

Pseudoinversa poate fi exprimata si direct in functie de matricea A, daca aceasta este
de rang maxim,

r= min{P, N },
prin
1

A" = (AH AT A

in cazul P>N, sau prin
1

AT =A" (AAH T

dacda P<N.



6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR
MAI MICI PATRATE
6.2.4 Descompunerea matricei A dupa valorile singulare
6.2.4.1 Teorema descompunerii dupa valorile singulare. Pseudoinversa unei
matrice dreptunghiulare.

in cazul P>N
1
A" = (AH AT A
In acest caz
ATA =1,
si deoarece r=N
)
Hay —
wrav =3
Si



6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR
MAI MICI PATRATE
6.2.4 Descompunerea matricei A dupa valorile singulare
6.2.4.1 Teorema descompunerii dupa valorile singulare. Pseudoinversa unei
matrice dreptunghiulare.

in cazul P<N.

A*:AH@AHTI
AATY =1,
s1 deoarece r=P

s1



6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR
MAI MICI PATRATE
6.2.4 Descompunerea matricei A dupa valorile singulare
6.2.4.1 Teorema descompunerii dupa valorile singulare. Pseudoinversa unei
matrice dreptunghiulare.

Consecinte
Deoarece U este o matrice unitara,

0
AV=U

o;u;, izl,"',l”
AVZ': .
0, i=r+l-,P

Exprimarea matricei de date in functie de valorile singulare si vectorii singulari
X 0 4
A=U vl sau A=Y ol
e i=I
Exprimarea pseudoinversei in functie de valorile singulare s1 vectorii singulari

14
1
+ H
AT =) —vu
=19

de unde



6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR MAI
MICI PATRATE
6.2.4 Descompunerea matricei A dupa valorile singulare
6.2.4.2 Solutia de norma minima a problemei celor mai mici patrate

Fie sistemul:
Aw =d
avand in general P ecuatii s1 N necunoscute cu o matrice A de rangul ». Sistemul are
o solutie unica daca =P=N, si aceasta este:
w=A"ld
Daca r < N < P, sistemul este incompatibil (supradeterminat) deci nu admite
nici o solutie, cu exceptia situatiei particulare cand N=r=rang[A.d]. Daca r < P< N
sistemul este nedeterminat (subdeterminat), deci admite o infinitate de solutii.
Vom ardta in continuare ca:
w=A"d
reprezintd solutia unica a sistemului in sensul celor mai mici patrate, adica acea
solutie ce minimizeaza norma erorii

|Aw-d]?

s1 are totodata norma euclidiana HWH minima.



6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR
MAI MICI PATRATE
6.2.4 Descompunerea matricei A dupa valorile singulare
6.2.4.2 Solutia de norma minima a problemei celor mai mici patrate

Demonstratie

|Aw —d|* = (dH _wH A" Xd —Aw)= (dH _wHAH )UUH (d—Aw)=

= (dH U-wAl UXUH d-u” Aw): (dH U-wivvial UXUH d-u’Avv’ w)

e G | E O B S A0 | A )R
0 0 0 0 & || o
[ ¢ —Xzp | 2 2
¢l —7 2 02 ¢ —Hcl—):zlu +H02H

Aceasta poate fi minimizata luand

st nu depinde de z,.



6.2 METODE EFICIENTE DE REZOLVARE A PROBLEMEI CELOR
MAI MICI PATRATE
6.2.4 Descompunerea matricei A dupa valorile singulare
6.2.4.2 Solutia de norma minima a problemei celor mai mici patrate

Pe de alta parte:

w2 = ww = w v w =2 2 = | 4o

care poate fi minimizat luand
ZHy = 0
Rezulta deci

—1 —1 —1
w=vz=V|* ©|_y & 0{01}:\,2 O\uHg = A*d
0 0 0] 0 0



