7. FILTRE ADAPTIVE BAZATE PE METODA CELOR
MAI MICI PATRATE

7.1 Metoda recursiva a celor mai mici patrate
(RLS)
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Functia cost: eroare patratica ponderata

Jn)= 3 i)

1n care

Factorul de pondere
,B(n,i)z}tn_i, i=1,---,n, 0<A<1
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7.1.1 Algoritmul RLS

()= 320 ()= (n)x(9) (" (1) =" (1w ()
J(n):gm—i\d(i)f —wH(n)iZ”‘ix(i)d*(i)—

i=
n

SR () ()32 (0

Notam

o(n)= 3 7 ix(ix (i)
i=1
0(n)= 3 4" x(i)d" (i)
=1
E, (n)= Y 2 (]
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7.1.1 Algoritmul RLS

O(n) = iin_ix(i)xﬂ(i)
0(n)= 2/1" "x(i)d” ;)
o (m)=2 2 a i

®(n), 0(n), E4(n) reprezinta estimatori deplasati a1 matricei de autocorelatie,
vectorului corelatie1l intre semnalul dorit s1 secventa de intrare i respectiv puterii
semnalului dorit.

J(n):Ed —w" (n)0(n)—0" (n)w(n)+w" (n)®(n)w(n)

Anuland gradientul functiei cost se obtine ecuatia normala.
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7.1.1 Algoritmul RLS

Ecuatia normald. Minimizarea functiei cost se obtine tot pentru

®(n)w(n)=0(n)

Presupunand problema rezolvata pentru n-1, deci cunoscand:
w(n—1)= ¢! (n—1)8(n—1)
ne propunem sa gasim o metoda pentru a evalua
w(n)= @~ (n)0(n)
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7.1.1 Algoritmul RLS

Relatii de recurenti pentru ®(n) si 08(n) :
®(n) = zzz” (i @)+ x(n)x " (n)
() A®(n ~1)+x(n)x" (n)
0() = zZﬂ” Tx(@0)d” (i) +x(n)d” (n)

O(n) = 20(n—1)+ X(I/l)d*(l/l)
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7.1.1 Algoritmul RLS

Este necesari o metodi de exprimare a inversei matricei ®(#), pornind de la relatia

de recurenta.
Lema inversarii matricei. Fiind date matricele

A(NxN), B(NxN), C(NxL), D(LxL), in care A, B, D, sunt nesingulare si
satisfac relatia:

A=B+cpcH
Iinversa matricei A este data de

—1
ATt =B - B_IC(D_I + CHB_IC) cp!
Vom aplica aceasta lema pentru:
A=®(n), B=1®(n-1), C=x(n), D=I=1

(I)_l(n) = Z_I(I)_l(n ~1)-

i = x4 x 7 ()7 (= ()| % ()27 D (= 1)
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o (n)= Il (n—1)-

i = D)1+ x 7 ()7 (= D)) 5 ()7 @7 (n 1)




7.1 Metoda recursiva a celor mai mici patrate  (RLS)
7.1.1 Algoritmul RLS

P(n) este o matrice patrata NxN;
k(n) este un vector Nx1, numit vectorul castig (Kalman).
Ecuatia de mai sus este o ecuatie de tip Riccati.

k(1) = (s~ Dx(n) = Kn " ()Pl = T)x(n)-

:(lP(n—1)—%k(n)xH(n)P(n—I)Jx(n)

A
deci
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7.1.1 Algoritmul RLS

Avem acum toate elementele pentru exprimarea lui w(n).

w(n)= @ (n)8(n) = P(n)0(2) = AP(n)0(n - )+ (n)X(n)d ' n)
w(n)=P(n—1)0(n — 1)~ k(n)x" (n)P(n ~1)8(n 1

= _l(n—l)ﬂ(n—l)—k(n xH(n)(I) ( 1)0(n -1

) (
win) = wln —1)+ k(n)d * ()= x ()w(n - 1))= win 1)+ k()" (n)

unde

w(n)=w(n-1)+k(n)a"(n)
a(n)=d(n)- wh (n—1)x(n)

reprezinta eroarea estimarii obtinute utilizand vechile valori w(n-1) ale coeficientilor
pentru noile date, deci eroarea de estimare apriori, numitd si inovatie. Ea nu
coincide cu eroarea aposteriori
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7.1.1 Algoritmul RLS

w(n)=w(n-1)+k(n)a (n)
a(n)=d(n)- wil (n—1)x(n)

x(n)

| >

—>

<
/7 < H
FILTRU w (n-1)x(n)
W (¢i-1) > ©
:
1
VY
' a(n) -
ALGORITM DE
CONTROL < 62

t d(n)
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7.1.1 Algoritmul RLS

w(n)=w(n-1)+k(n)a (n)
a(n)=d(n)- wh (n—1)x(n)




7.1 Metoda recursiva a celor mai mici patrate  (RLS)
7.1.1 Algoritmul RLS

Relatiile de ortogonalitate

Z”“ (1) € (1) =0
2/1” Yol )€ (1) =0

Consecinta
Emin (n) = J min (n) =Eg4 (n) -k, (n)
In cazul de fata:

=w'! (n)® ()w(n =0" (n)w(n)

asa incat rezulta o prima expresie utila:
Jimin (1) = Eq (n)— 8" (n)w(n)
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7.1.1 Algoritmul RLS

& a2 i 2 2 2
Eq(n)= X270 = 252G +ldn) =8, (n=1)+ d o)
Tinand seama si de relatiile de recurenta pentru O(n) s1 w(n), rezulta

Jenin(1) = 2B g (1=1)+[d (n) = (207 (n=1)+ d () ()Wl — 1)+ K(m)er" ()=
= /I(Ed (n—1)- o’ (n—1)w(n - 1))+

v d(n)d" ()= x (pw(n— 1))~ (107 (1= 1)+ d () (n)he(n)er” () =
= A myin (n=1)+d(n)er” (n)— 0" (n)k(n)er” (n)
Ultimul termen al sumei se mai scrie
o’ (n)k(n)a* (n)= o’ (n )(I)_1 (n )X(n)a* (n)= wh (n)x(n )a*(n)
Revenind la J,;,(n) se obtine:

Join (1) = AT i (n —1)+05* (n)(d(n)—WH (n)x(n))

Jogin ()= A i (n=1)+ " (m)e(n)

min
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7.1.1 Algoritmul RLS

Initializare
P(0)=5""T, w(n)=0
for n=1,2,...

z(n) = XH(n)P(n ~1)
(N? inmultiri si N (N-1) adunari)

1 H
kin)= A+ z(n)x(n)z (n)
(2N inmultiri si N adunari )
a(n)=d(n)- wh (n—1)x(n)
(N inmultiri si N adunari )
w(n) = w(n—1)+ K(n)e* (n)
(N inmultiri si N adunari )

()= (P(n 1)~ k(n)e(n)

(2N? inmultiri si N* adunari)
end
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7.1.1 Algoritmul RLS

Complexitatea aritmetica a algoritmului

Initializarea algoritmului constd in impunerea valorilor P[0] si w[0]. Uzual se
1a w[0]=0 s1
P(0)=5""I
unde 0 este o valoare constanta mica, astfel incat matricea de autocorelatie sa nu
rezulte singulara.

Complexitatea aritmeticd este de 3N 2 44N inmultiri s1 2N 242N adunari, deci
numarul de operatii este de forma O(N?), (creste cu N°).
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7.1.2 Convergenta algoritmului RLS

S-a aratat ca matricea @ satisface ecuatia cu diferente finite:
®(n)=AD(n—1)+ X(n)XH (n)
cu conditia initiala
®(0)=51
Ca urmare, solutia ecuatiei cu diferente finite va fi in realitate:
®(n)=1"®(0)+Dy(n)
unde ®((n) este o solutie particulara a ecuatiel1 neomogene.
O asemenea solutie este:

n .
@ (n)=> 2" x(ix" (i)
i=1
si rezulta

() = éﬂ”_ix(i)xH(i)Jr&i”I
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7.1.2 Convergenta algoritmului RLS

Semnalul dorit este generat de un model liniar
d(i)=w' x(i)+eo(0)
unde e (n)reprezintd un zgomot alb cu valoare medie nul si varianti 2.

Coeficientii generati de filtrul adaptiv vor rezulta din:
0(n) = ®(n)w(n)
care se poate scrie
n n n

> A () ()= A (o + XA x(i)eoi)=

i=l1 i=l1 i=l1

Sau



introducand vectorul eroare a coeficientilor
e(n)= w(n)—w,
@, (n)e(n) =Y Ax(i)e. (i) = A"Se(n) - 1"Sw,
i=l1

Se mediaza relatia de mai sus, observand ca
E{Zl”‘ix(i)e; (i)}: > 2 B{x(1)e (1)) =0

Admitand ipotezele de independenta

1-A"

E{®, ()} = Zz E{x(i)x" (i)} = R A" = R

i=1



Pentru 4 —1,

Daca

{1 _/Z R+ /1”51}E{c(n)} =-A"6w,

1-A"
1-4

—>n

| nR+A"ST |E{c(n)} =-A"Sw,



Pentru A<1 si n suficient de mare,

{%1“ ﬂ’ﬁl}E{c(n)} =-1"5w,

st O<A"P
E{e(n)} =-A"(1-2)S6R'w,

In ambele cazuri

E{c(n)}—)() cand n — ©

Observatii

e Viteza de convergentd depinde numai de 1.
e O valoare apropiata de 1 conduce la o viteza mica.
e Nu depinde de proprietétile statistice ale semnalelor implicate.
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7.1.2 Convergenta algoritmului RLS

Convergenta in medie patratica a erorii apriori

Pornind de la definitia acestei erori, pentru d(n) dat de modelul autoregresiv:

t{n) = g ()~ (w(n —1)=wo )" x(n) = eg (n) — " (n ~1)x(n)

Vom evalua eroarea medie patratica:

J'(n):E{\a( ) } { } E{xH (n—1)eg(n )}

—E{eg(n)cH (n—1)x(n) }+ E{xH (n)e(n—1)c n—l)x(n)}

Pentru evaluarea mediilor ce intervin in aceastd expresie vom face apel la ipotezele
de independenta: w(n-1) si deci si ¢(n-1) se presupun independente de x(n) sau de
eo.(n) asa incat:

Ex (n)e(n 1) (n—1)x(n)f= Eprx™ (n)e(n - 1) (n - 1)x(n)}|=

:E{tr{x<n>xH<n>c<n—1>cH<n—1>}}—tr{Eér n>xH<n>c<n e (n-1)f-

= el (x? (n)|Elen— 1)e (- 1)f}= r[RC(a - 1)}
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7.1.2 Convergenta algoritmului RLS

Din aceleasi motive si avand in vedere in plus pr1nc1p1u1 ortogonalitafii:
E{XH c(n—1)egy(n } E{eo } {e(n-1)}=0
E{eo (n c (n— }: E{cH (n—1 }E{eo (n)x(n)}z 0

J’() o +tr{RC( ~1)}

J(n)=o 2 4 tr{RR_l} o’ +NO-
n n-—

1
Evident,

lim J'(n)= o’ = E{eo (n)‘z}

n—oo

deci acest algoritm nu produce eroare medie patratica in exces (dezadaptare) cand
opereazi cu un semnal stationar. In general, convergenta este mai rapida decat in
cazul algoritmilor de gradient, si mai putin dependentd de numarul conditional al
matricel de autocorelatie, deci de caracterul datelor. Aceasta imbunatatire a vitezei de
convergenta are loc numai daca eroarea e,(n) este mica in comparatie cu raspunsul
dorit (raportul semnal/zgomot este mare). Pretul platit consta intr-o complexitate

. e e e g o “ + A . . A 2
aritmetica mai ridicata, numerele de adunari si inmultiri crescand cu N°.



7.2 Algoritm recursiv rapid pentru structuri transversale (FRLS)

FRLS (Fast Recursive Least Squares), sau FTF (fast transversal filter), pentru
structuri transversale;
LFRLS (Lattice Fast Recursive Least Squares) sau LSL (least squares lattice).



7.2 Algoritm recursiv rapid pentru structuri transversale (FRLS)
7.2.1 Predictia liniara directa in sensul LS

Sau

Functia cost:




7.2 Algoritm recursiv rapid pentru structuri transversale (FRLS)
7.2.1 Predictia liniara directa in sensul LS

Notam:
n n—1

@y (n-1)= 32 xy (- s 1= 3 ey (s )
i=1 i=1

0/ (1)= 3. 2" Fxy (1= 1))
i=1

in care in afara intervalului 1,...,n, datele s-au presupus nule, deci x(0)=0.
Minimizarea functiei cost se obtine pentru:

Dy (n — l)w(n) —0/ (n)
Relatiile

n
—i N2
Emin(n)=Eg(n)-0" (n)w(n), Eg(n)=Y.2"""|d(i)
=1
se inlocuiesc cu:

g/

N min

()= £ (1) -0 (nwlnk E{ (n)= 327 |x(i)
i=1



7.2 Algoritm recursiv rapid pentru structuri transversale (FRLS)
7.2.1 Predictia liniara directa in sensul LS

Rezultd o ecuatie normala extinsa, sub forma:

f

* _| /N min unde n)= E;{(”) efH(n)
o alwive)=| A | e wo)-| £ 870

Deoarece fati de formulele din paragraful precedent x(n) si ®(n) se inlocuiesc cu
x(n—1) si @, (n—1), rezulti ci si ecuatia ce permite reactualizarea coeficientilor se
poate scrie:

w(n)=wn-1)+ky(n- 1)05]([* (n),
unde s-au introdus vectorul castig (Kalman) pentru predictia liniard directa

kN(n —1)= (I)]_vl(n —l)xN(n —1)
s1 eroarea apriori a predictiei directe de ordinul N,

1, -w (n _I)JLNX((:LJ =

aly(n)=x(n)-w"(n-1)x, (n-1)

=al, (n-1)x,,(n)



7.2 Algoritm recursiv rapid pentru structuri transversale (FRLS)
7.2.1 Predictia liniara directa in sensul LS

Pentru coeficientii a  (7) vom avea:

)=yl o 0 )

In fine, relatia de recurentd pentru evaluarea sumei ponderate a erorilor in cazul
minimizarii, va deveni:
7/

N min

(n) = /U]{, min (n — 1)+ 05]{, (n)e]{,* (n)



7.2 Algoritm recursiv rapid pentru structuri transversale (FRLS)
7.2.2 Predictia liniara inversa in sensul LS

Reamintim cd in acest caz eroarea era definitad prin:

b (. ; H .
ey (i)=x(i—N)-g" (n)xy(7)
deci fatd de modelul considerat in paragraful precedent, locul semnalului dorit este

luat de x(i —N). Vom defini vectorul ¢ y () format cu coeficientii filtrului erorii de

predictie inversa,
* .
_|-g ()], y_| xn @]
evo)=| O x|
ep (@)= (DX yar @) i=1m
Functia cost ce trebuie minimizata va fi:
b 2
eN(i)(

n .
J ]l{/ (n) = Z AT
i=1
Matricele @ si 0 vor avea formele:
n

Oy (n)= 3y (O () 0 (n)= ilz"—fxw)x*(z-—zv)
i=1 i=




7.2 Algoritm recursiv rapid pentru structuri transversale (FRLS)
7.2.2 Predictia liniara inversa in sensul LS

Coeficientil optimi sunt dati de ecuatia normala
@ (n)g(n)=0°(n)

I min(1)= E3 (1) =0 (n)g(n)
unde
O i 2 " o N—i 2
E)lg(n)z > A l‘x(l —N)‘ =y 1 ‘x(z)‘
i=1 i=1
in care s-a avut in vedere ipoteza ci x(i) = 0 pentru i < 0.
Ecuatia normala extinsa:

« 0
Oyl n
unde s-a introdus

a3 00



7.2 Algoritm recursiv rapid pentru structuri transversale (FRLS)
7.2.2 Predictia liniara inversa in sensul LS

Reactualizarea coeficientilor se va face deci conform relatiei:

g(n)=g(n—1)+ky (1)ay (n)
in care vectorul castig este:

—1
ky(n)=®y (n)xy(n)
definitie care concorda formal cu cea obtinuta in cazul predictiei directe.



7.2 Algoritm recursiv rapid pentru structuri transversale (FRLS)
7.2.2 Predictia liniara inversa in sensul LS

Eroarea apriori a predictiei liniare inverse de ordinul N  este:

oy (1) (- V)= 1~ Doy ) [—gH<n—1>,{ X () } T (1= D1 )

x(n—N)

Pentru coeficientii filtrului erorii de predictie, relatia de recurenta va fi deci:

cN(n>:cN(n—n{k?v(”)}a?v(n)

0

Valoarea minimizata a functiei cost se va putea calcula cu relatia de recurenta:

J]bv min (n) = U][i, min (n — 1)+ a]b\/ (n)e]bv* (n)



7.2 Algoritm recursiv rapid pentru structuri transversale (FRLS)
7.2.3 Relatii de recurenta pentru vectorul castig extins

Reamintim:
ky(n)= @y (n)x (1)

Vom defini un vector castig extins prin relatia:

—1
kyy1(n)=®x1(n)xy.q(n)
Sa aratam mai intai ca inversa matricel ® extinse este data de:

O AT {0 (0




7.2 Algoritm recursiv rapid pentru structuri transversale (FRLS)
7.2.3 Relatii de recurenta pentru vectorul castig extins

o3la(n)-| q,j_vlz’n_l)}J]Cr;n(n)amn)a%(n)

Vom porni de la forma partitionata a matricei respective

<I)N+1(n){0 0 }:{E{(’”’) 0/ (n) }{0 0 }:

0 oy (1-1)| |0/ (n) @y(n-1)]0 ®N(1-1)

:[o efH(n)cpyvl(n_l)Ho WH(n):I

0 I 0 I



7.2 Algoritm recursiv rapid pentru structuri transversale (FRLS)
7.2.3 Relatii de recurenta pentru vectorul castig extins

R P e (0 0

n 1 an(n)ak (n)= 1 mein(n) al (n)=
O] Rt Jﬁm(n){ { } T (o)

[l 0

s1 se adund membru cu membru cele doua egalitati obfinute. Se obfine
matricea unitate.



7.2 Algoritm recursiv rapid pentru structuri transversale (FRLS)
7.2.3 Relatii de recurenta pentru vectorul castig extins

Consecinta:

_|° 0 x(n) + ! an (n)ak (n)x n)=
R T v R o)
10 i)

_{kN(n_l)} v )J]{,min(n)

In mod absolut asemanator

¢ﬁﬂw%{@#@)“}bl e o)

si




7.2 Algoritm recursiv rapid pentru structuri transversale (FRLS)
7.2.4 Factorul de conversie

Din definitia vectorului castig

—1
ky(n)=®y (n)xy(n)
rezultd ca acesta poate fi privit drept setul de coeficienti optimi, pentru un filtru
transversal de ordinul N, avand drept intrare secventa x(1),x(1),---,x(n) si drept

semnal dorit,

Intr-adevar, ecuatia este de forma:

Ky (n)= @3 (1)0(x), unde B(n):éﬁ”_ixN(i)d*(i):xN(n)



7.2 Algoritm recursiv rapid pentru structuri transversale (FRLS)
7.2.4 Factorul de conversie

Eroarea de estimare, numita si factor de conversie,

H H -1
yn(n)=dn)-ky (n)xy(n)=1-xy (1)@ (n)x (1)
reprezinta iesirea filtrului din figura. Aceastd eroare este evident reald s1 avand in
vedere definitia vectorului castig,

mai poate fi scrisa:




7.2 Algoritm recursiv rapid pentru structuri transversale (FRLS)
7.2.4 Factorul de conversie

x(n) , x(n-1) 1 1 x(n-N+1)
° z z —— T T T---- z
ko () k1 (n) k-1 (n)
‘>
I v -—---- — l (e}
VN (”)
Evident,



7.2 Algoritm recursiv rapid pentru structuri transversale (FRLS)
7.2.4 Factorul de conversie

Sunt posibile trei exprimari utile pentru yy(n).
a) Pentru estimarea recursiva in sensul celor mai mici patrate,
_en(n)
ay (n)

yn(n)

Intr-adevar, inmultind relatia
wi (n)=w (n=1)+ay (nky (n)
la dreapta cu x,(n), se obtin succesiv:
wi ()xy (n) = W (n = 1)x y () + oy (ki (n)x y (n);
d(n)-ey(n)=dn)-ay(n)+ay@m)1-yy(n))
en(n)=ay(n)yy(n)



7.2 Algoritm recursiv rapid pentru structuri transversale (FRLS)
7.2.4 Factorul de conversie

a) In cazul predictiei directe:

yn(n—1)=

Pentru demonstratie vom porni de la

0
wl)=ayb-0-| o 0 lefo) o
pe care o transpunem si o inmultim la dreapta cu x,-(n), obtinand succesiv:
Al (1 41 () =k (1= 1y 1 ()= fy ()0, KBF (= Dl )
(n)= ey ()= arfy (kR (= 1)xpy (= 1) =
)- /

(n 4

e
= afy(n) =y (n)1 = (n=1))= af )y (n =)



7.2 Algoritm recursiv rapid pentru structuri transversale (FRLS)
7.2.4 Factorul de conversie

¢). In cazul predictiei inverse:

Demonstratia se face in mod asemanator cazului b), pornind de la

ef (n) = ay ()i (n)x v (n) =
= ay (n) = ey (1)1 =7y (n))



7.2 Algoritm recursiv rapid pentru structuri transversale (FRLS)
7.2.5 Algoritm adaptiv rapid pentru filtre transversale (FTF)

Algoritmul ce va fi prezentat in continuare are drept punct de plecare formulele care
au fost demonstrate mai inainte si1 este cunoscut in literaturd prin denumirea
prescurtatda FTF (Fast Transversal Filter).

Filtrul adaptiv se considera a fi un ansamblu format din 4 filtre:

- un filtru cu coeficientii @ (n) pentru calculul erorii predictiei directe,

- un filtru cu coeficientii & (n) ce genereazi factorul de conversie, y y (1);

- filtrul propriu-zis cu coeficientii w;; (n—1).



7.3 ALGORITMI RECURSIVI BAZATI PE DESCOMPUNEREA QR.
STRUCTURI SISTOLICE
7.3.1 Formularea recursiva a descompunerii QR

Se urmareste reactualizarea matricelor Q si R la fiecare iteratie, in functie de
valorile din iteratia precedenta si de noile date.

Vom considera ca datele sunt nule pentru n<0, (metoda ferestrei anterioare)
asa Incat matricea de date, de dimensiuni N xn, este:

) AT =[x(1),x(2),---,x(NV),---x(n)] =
x(1) x(2) - x(N) - x(n)
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7.3.1 Formularea recursiva a descompunerii QR

Introducand vectorii erorilor si semnalului dorit:
e]f (n)=le(1).e(2), -+, e(n)]
" (n)=[d(1),d(2),.d(n)
e(n)=d(n)—A(n)w(n)
eroarea patratica ponderata poate fi exprimata prin:
n .
J(m)= 220 = (n)A(n)e(n) =AY (n)e(n)
i=1
A(n) = diag "—1,/1”—2,---,/1,1}
Fie Q(n) o matrice unitara.

J(n)= Hq(n)A1/2 (n)e(n)

—Qn)A" () (n) - QA" (1)l w(n)

2

2

2
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7.3.1 Formularea recursiva a descompunerii QR

Pentru orice n>N, se poate alege matricea Q(n) de dimensiuni n xn asa incat:

QA 2 (n)A () = {R(()”)} s N

unde R(n) este o matrice NxN superior triunghiulard. Vom presupune matricea Q
partitionata sub forma:

o) o

unde matricea F(n) este formata cu primele N linii si vom nota:
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7.3.1 Formularea recursiva a descompunerii QR

p(n)= F(n)Al/2 (n)d(n); v(n)= S(n)Al/2 (n)d(n), n>N

-R
Q(n)Al/z (n)e(n) = {p(n) (n)w(n)}
v(n)
w(n) va trebui astfel ales incat sa minimizeze norma vectorului de mai sus, deci
rezulta:

asa incat:

sl ramane:
Tmin(n)=[v(n)
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7.3.1 Formularea recursiva a descompunerii QR

Ecuatia normala devine
®(n)w(n)=0(n) > Rin)w(n)=p(n)
avand insa avantajul ca este un sistem de N ecuatii cu N necunoscute, cu matricea

R(n) triunghiulara, ceea ce permite calculul simplu al coeficientilor w(n) prin
substitutii succesive.

Sa presupunem ca s-a realizat descompunerea QR pentru n-1:

Q(n—DAY2(n—1)A(n 1) = {R(n B 1)}

0
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7.3.1 Formularea recursiva a descompunerii QR

La momentul 7, la matricea A(n-1) se mai adauga o linie:
A(n—1)

= XTI’l:.XI’l X\n — e, X\ — +
A=/ GV T @)=ttt )

s1 am dori sa determinam Q(») pornind de la Q(n-1) s1 x(n). Sa introducem mai intai
o matrice de dimensiuni nxn,

' _ Q(I’l—l) On—l
Q(n_l){ 0)_ 1 }
Evident:

Alr)= FA(n ~1) on_l}

ol , 1
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7.3.1 Formularea recursiva a descompunerii QR

-1) 0 AZAZ (n-1) 0
Qr(n_l)Al/Z(n): Q(l’l ) n-1 (l’l ) n—1 _
R R
[22Q(n-1)A"(n-1) 0
0 1
Se efectueaza produsul:
V2R(n-1)
1/2 _ /2 _
Q'(n—l)Al/z(n)A(n)—F Qlr I)AH (2= 1A 1)}— 0
s (o)
In membrul drept s-a obtinut o matrice de dimensiune n)_(N, n>N care are

proprietatile:
- primele N linii formeaza o matrice superior triunghiulara, R(n-1);
- urmatoarele n-N-1 linii contin numai zerouri;
- ultima linie contine elemente in general nenule.

Vom numi o asemenea matrice partial triunghiulara.
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Utilizand oricare din procedeele de triunghiularizare cunoscute se pot anula, unul
cate unul, elementele ultimei linii

T(”)Q'(”_l)Al/z(”)A(nFQ(n)Al/z(n)A(n){R(n)}

0
de unde
AV2R(n-1)]
{R@q:T@) 0
’ < (n)

Noua valoare a lui Q(n) este deci:

Q(n)=T(n)Q'(n-1)
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7.3.1 Formularea recursiva a descompunerii QR

Pe de alta parte:

1/2 _ Q(n-1) 0,_, /11/2A1/2(n—1) 0, ([dn-1) _
QA" 2= 1) G P | A D a4
_ T(n){/ﬂ/ 2Q(n - I)Ai/ 2(n-1)d(n - 1)}
d (n)
sau: ] i
( ) /11/2p(n—1)
{p ! }:T(n) 2y 1)
d” (n)
deci p(n), v(n) se pot reactualiza aplicén_d aceiasi tre_lnsformare T(n) ca s1 pentru
reactualizarea lui R(n).
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7.3.1 Formularea recursiva a descompunerii QR

Algoritmul va incepe cu o etapd de initializare, pentru »=0,1,...,N pornind de la
R(0)=0 s1 p(0)=0 s1 avand in vedere caracterul triunghiular al matricei de date A in
acest caz. Apoi, cu formulele deduse se reactualizeaza R(n), p(n) st v(n) . Anularea
ultime1 lini1 a matricei partial triunghiulare ce apare in procesul recursiv se poate
realiza utilizaind una din metodele de triangularizare prezentate in capitolul
precedent. Se rezolva sistemul
R(n)w(n) =p(n)
prin substitutii, avand in vedere forma triunghiulara a matricei R(n), si se calculeaza

croarca.

Jmin(n) = Hv(n)Hz
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7.3.2 Algoritm recursiv bazat pe rotatii Givens

Fie o matrice partfial triunghiulard Y de dimensiune nx N. Ne propunem ca prin
inmultiri cu matrice unitare sa eliminam elementele ultimei linii fara a afecta primele
doua proprietafi ale uneil asemenea matrice. Sa consideram un element & al ultimei
linii s1 s@ introducem matricea de dimensiuni nxn partitionata:

.
c 0 -~ 0 s
O 1 --- 0 0
I 0
k k-1 . . . .
T<>(n){ . D}D: Con o
o 0 --- 1 0
-s 0 - 0 ¢

unde I, ; este matricea unitate de dimensiune k-1 1ar D este o matrice
(n—k +1)x(n—k +1). Parametrii c si s sunt de forma:

c=cosd, s=ec¢l?sind
asa incat:
2 +‘S‘2 =1
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7.3.2 Algoritm recursiv bazat pe rotatii Givens

Se poate verifica faptul ca T(k )(n) este 0 matrice unitard. Prin inmultirea la stanga a

lui Y cu T(k )(n), elementele yy; s1 v, se transforma dupa cum urmeaza:

LS
Yk = ki +S8 Ynk

Yok = —SVikk T nk
—SVik tpk =0
rezulta:

U’kk‘ , S:ynk

2 2
\/| Vil Tyl Y kk
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7.3.2 Algoritm recursiv bazat pe rotatii Givens

Observatii
=  Operatia respectiva modifica numai linia £ s1 ultima linie a matricei Y.
= Sa presupunem ca in pasii precedenti s-au anulat primele k-1 elemente ale ultimei
lini1, 1ar matricea este partial triunghiulara, deci
Vii =0; y,; =0, pentru i<k

Rezulta ca dupa transformare:
%
Vi = Vi +8 Ypi =0

Yni = =SV typi =0
In cazul unei nitializari adecvate, y;, a avea valori reale pozitive

pentru i<k

Yk — y% = \/\Ykk\z +\ynk\2
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7.3.2 Algoritm recursiv bazat pe rotatii Givens

Triunghiularizarea matricei partial triunghiulare Y se poate deci realiza aplicand in
mod repetat acest procedeu, incepand cu A=1, pana la k=N, obtinand in final:

T<N>(n)T<N—1>(n)...T@)(n)y:m ()Y

Vom putea neglija aria centrala de zerouri, asa incat retinand numai liniile
semnificative, la iteratia n-1vom avea

R(n—-1)w(n-1)=p(n-1)
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7.3.2 Algoritm recursiv bazat pe rotatii Givens

(=1 nan=1) . . . oayE=D)]wE-1)] [ piln-1)]
0 man=1) . . . ny@=1)| wyn-1)| | pa(n-1)
0 0 00 0 nwl-Dwye-1)] Lpx-n)
(=1 nale-1) . . . Aym=1) pilr-1) T wn-1)] [0]
0 ma(n—1) . . . nyk-1) py(n-1) wy (n—1) 0
. . L . : WN(;?—I) :
0 0 00 0 rym-1) pyr-1)] -1 | |0
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7.3.2 Algoritm recursiv bazat pe rotatii Givens

La urmatoarea iteratie, se adauga o noud linie la matricea din stanga, formata cu
elementele
D)=x*(n=i+1) i=1,...N, dDn)=d"(n)

1

si se Tnmulteste cu matricea Givens construitd astfel incat sa se anuleze primul
clement al ultimei linii:

_\/zrll(n—l) \/zrlz(n—l) Co x/ZrlN(n—l) «/Zpl(n—l)_
B . - 0 \/Zl”zz(n—l) .. \/ZI”zN(n—l) \/sz(n—l)
1 0 S1 . . .. . .
0 I 0
-5 OT 1 . . .. . .
i i 0 0 .. \/ZI”NN(TZ—I) \/ZPN(I’I—I)
D) Wy W) dD(n) |
2 _Ani(n-1) xl(l)(”)
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7.3.2 Algoritm recursiv bazat pe rotatii Givens

Aceasta operatie va afecta numai prima si ultima linie a matricei, care devine

i) mol) oo () p(n) ]
0 Aim (n-1) . . . \/Zer (n—1) VAps (n—1)
6 O «/ZFNN(n—l) \/ZpN(n—l)
_ ) N ] d@)
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7.3.2 Algoritm recursiv bazat pe rotatii Givens

In expresia anterioard, elementele primer linui reprezinta deci valorile finale
corespunzatoare iterafiei n s1 au fost notate in consecintd. Matricea Givens
corespunzatoare pasului al doilea este

[ 1 0 cer 0]

T %k

T(Z)(n): 0 Cz 0 S2

: 0 I 0
_O —S2 OT 02_
in care

2 JA 1 x(z)(n)

2 mH\n

P PRI R T R

ry (n) s (n)

s1 va conduce la anularea celui de-al doilea element al ultimei linii. Dupa efectuarea

a N operatii, se obtine
™) ()T —1)(n)...T(1)(n){ﬁR(n -1) ap(n- 1)} ﬁ(}?) y 18%(”)}

ol d*(n)



fori=1: N
forj=i: N
7(0)=0

end
end

forn=12,---
dD(n)=d*(n)
for i=1:1: N
W)= x*(n-i-1)
end
for i =1:1: min(N,n)

)= | -1 ko)
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7.3.3 Implementarea algoritmilor de filtrare adaptiva cu ajutorul ariilor sistolice

O arie sistolica este o retea de procesori care calculeaza si transfera ritmic date in
sistem. Intreaga retea functioneazi cu un tact unic. In retea are loc astfel un transfer
regulat de date. Datorita gradului ridicat de paralelism, se pot realiza viteze foarte
mari de prelucrare. Reteaua contine doua tipuri de celule: celule marginale si celule
interne. Sa consideram ca exemplu rezolvarea sistemului

Rw=p
unde R este o matrice superior triunghiulara.

U5 7 J-rz

u
— z
y__
r

Celula marginala Celula interna
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T
el
A

W3

P1 >

W,
29

Tactul 1: se efectueazd numai impartirea 22 In “r35”.
33

Tactul 2: ) 2%) —&1’23 in “1’23”.

33
Tactul 3, p; —&43 in “r;3” sl P2 __P3 3 “ryn”. La sfarsitul acestui
33 2 122733

tact se obtine deci valoarea ws. In mod asemanator se deduce ca la sfarsitul tactului 4
se obtine w,, 1ar la tactul urmator, w;.
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7.3.3 Implementarea algoritmilor de filtrare adaptiva cu ajutorul ariilor
sistolice
Cum 1in realitate atat coeficientii p cat s1 parametrii » sunt functii de n, trebuie

avut in vedere modul corect de aplicare a semnalelor pe intrari s momentele in care
se pot reactualiza parametrii 7;;
Succesiunea semnalelor pe cele trei intrari in tactele n,n +1,n+2,---va fi:

p3(n) p3(n+1) p3(n+2)
0 pa(n)  pa(n+1)
0 0 p1(n)

Valorile 1 (n) se schimba si1 ele la fiecare tact; de exemplu, dupa efectuarea tactului

n, parametrul r33(n) al celulei “r33” se inlocuieste cu r33(n+1), in celula “ry” se
inlocuieste 753(n—1) cu r3(n) si asa mai departe. In momentul cind se obtine la
iesirea celulei “r;” valoarea wi(n), la iesirile lui “r;,” si “ri3” se obtin w,(n+1) si
respectiv. wi(n+2).

O arhitectura sistolicd poate fi utilizata in aplicarea unui algoritm care se
bucura de proprietatile de modularitate si conectare locala.



7.3 ALGORITMI RECURSIVI BAZATI PE DESCOMPUNEREA QR.
STRUCTURI SISTOLICE
7.3.3 Implementarea algoritmilor de filtrare adaptiva cu ajutorul ariilor
sistolice

Descompunerea QR cu ajutorul ariilor sistolice.
Vom porni de la algoritmul bazat pe rotatii Givens.
'] Celula interna, (celula rotor ) realizeaza operatii de intarziere pentru operanzii
verticali s1 de rotire pentru ce1 orizontali:

coln)=c;(n-1)

so(n)=si(n-1)
U, =Cjll; —S; \/Zvl-
v, = S;-kul- +cl-«/2vl-

Ci Si
(2] Uo

1%

Co So

T
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7.3.3 Implementarea algoritmilor de filtrare adaptiva cu ajutorul ariilor
sistolice

] Celula marginala, celula cos/sin are rolul de a genera coeficientii rotatie:

/2
X, = qxi‘z + /l‘yl-‘z)l

Ay;
Co
Xo
x-
i
So
X

Prin addugarea unor elemente de memorie (reprezentate prin circuitele de
intarziere '), celulele marginale calculeaza coeficientii s si ¢ s1 dau si elementele
r;; (n) iar cele interne, calculeazi restul de coeficienti i (n).

Zona triunghiulara (A) genereaza elementele r;(n) ale matricei R’ (n) Prima
coloand va genera coeficientil ¢ si s asa incat sa fie anulat efectul lui x(n). Celula
cos/sin respectivd va da de asemenea la iesire r1(n). Aceiasi coeficienti trebuie
aplicati si celorlalte date continute in vectorul x(#), pentru a obtine celelalte elemente
ale liniei 1 (rp,713). In elementele primei coloane a procesorului vom avea la un
moment dat r;,(n), r2(n-1), r;3(n-2).
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7.3.3 Implementarea algoritmilor de filtrare adaptiva cu ajutorul ariilor
sistolice

| x(n)

i 11 . ri1(n) i
| 2 d A
i | Y Vv rio(n-1) > r(n-2) i
E - 21 —! - E
i \ -1 L | d s
! V4 T '
i yYv ri3(n-2) l l r3(n-3) ras(n-4) E
I —> > !
| 31— 32 | 33 —?—>__1 5
S —+—— = —— — ] . !

din) [ 3 Yv vy V \ A 4 B
z g >
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7.3.3 Implementarea algoritmilor de filtrare adaptiva cu ajutorul ariilor
sistolice

Coloana a doua a procesorului efectueaza operatiille necesare pentru eliminarea
urmatorului element din linia introdusa prin datele noi. Ea genereaza elementele
r2(n-2), r3(n-3). In fine, ultima coloana va genera elementul r35(n-4).

Linia B opereaza asupra semnalului d(n) utilizand coeficientii de rotatie
generati de aria A. Ea genereaza elementele vectorului p, in ordinea p(n-3), p,(n-4),

p3(n-5).



